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ПРЕДСТАВЛЕНИЯ С*-АЛГЕБР ПДО В ПОЛИЭДРЕ 

А. Ю . Кокотов 

В работе исследуется спектр С*-алгебры, порожденной псевдодифференциальными 
операторами в компактном теле с кусочно-гладкой границей. 

Настоящая работа посвящена изучению С*-алгебры П Д О (псевдодифференци
альных операторов) в компактном теле с кусочно-гладкой границей. 

Если М — гладкое компактное многообразие без края, то структура спектра 
(множества классов эквивалентных неприводимых представлений) С*-алгебры 
Ф М , порожденной П Д О в пространстве L2(M), очень проста: алгебра Ф М ста
новится коммутативной после факторизации по идеалу KL2(M) компактных опе
раторов, и, следовательно, все неприводимые представления Ф М , кроме тожде
ственного, одномерны. Спектр алгебры Ф М несколько расширяется, если у мно
гообразия М появляется край - возникают две новые серии представлений, одна 
из которых состоит из бесконечномерных представлений. Дело еще более услож
няется, если рассмотреть негладкую ситуацию — допустить разрывы в символах 
П Д О или особенности края многообразия. Первый случай исследовался в [1], мы 
будем заниматься вторым, ограничившись рассмотрением тел в К". Переход к 
многообразиям дополнительных трудностей не вызывает. 

§ 1. П О С Т А Н О В К А З А Д А Ч И 

Пусть Т — компактное тело в Rn с кусочно-гладкой границей („полиэдр") . 
Определим конус K(t), касательный к Т в точке t £ Т , как П KJt), где Ke(t) 

— минимальный замкнутый конус с вершиной в t, содержащий множество Т П 
B ( i , e ) ; B(t,e) — шар с центром в t и радиуса е. 

Пусть К — конус в Rn. Определим сопряженный конус равенством 

к* = {хе Rn\vy е к х У ^ о) . 
Назовем конус К допустимым, если выполнены следующие условия: 

1) К — выпуклое множество, 
2) К = cl(intisr), 
3) int-K"* ф 0 (т.е. конус К — острый), 
4) Зд : Rn -у Rn,g(0) - 0,VA > 0 ^(Аа:) = \g{x),g\Sn~x — диффеоморфизм сферы 

S"^1 ,д(К) = Р, где Р .— полупространство й" или острый выпуклый многогран
ный (т.е. порожденный конечным набором точек) конус в Rn. 

Мы предполагаем, что среди конусов, касательных к Т в точках t £ ЭТ, есть 
только допустимые конусы, полупространства или конусы, представимые в виде 

Ключевые слова: С*-алгебры, неприводимые представления, псевдодифференциальные опе
раторы. 
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К х Ln~s, где К — допустимый конус в Rs, Ln~a — линейное пространство раз
мерности n — s. Кроме того, потребуем, чтобы для любой точки t € Т существовал 
диффеоморфизм h : Rn —> Rn такой, что h(t) = t и K(t) П V = h{U П Т ) для неко
торых окрестностей U, V Э t. Эти условия выполнены, если, например, Т есть 
образ выпуклого многогранника при диффеоморфизме Rn —* R". (Не преследуя 
максимальной общности, можно ограничиться этим модельным случаем. Отме
тим, что класс допустимых конусов можно расширить, включив в него конечные 
пересечения острых выпуклых гладких конусов. Все дальнейшие рассмотрения 
распространяются и на эту ситуацию). 

Введем С*-алгебру ФТ, порожденную в L2(T) операторами вида Пур(х, 2>); 
здесь Ит — проектор L2(Rn) —> L2{T) (оператор умножения на характеристиче
скую функцию множества Т ) , р(х,Т>) — классический псевдодифференциальный 
оператор в Rn порядка не выше 0. В работе будут найдены все (с точностью до 
эквивалентности) неприводимые представления алгебры ФТ. 

С помощью процесса локализации задача поиска этих представлений будет 
сведена к изучению спектра „локальных" С*-алгебр, порожденных мультиплика
торами Фурье в конусе K{t), касательном к Т в точке t € Т. Мультипликаторами 
Фурье мы называем операторы вида f\.x(t)F(~2,x${.£)Fy-*z, где Пд-( () — оператор' 
умножения на характеристическую функцию К(£); F, F*1 — прямое и обратное 
преобразования Фурье в Rn, Ф — функция из C°°(Rn \ 0 ) , однородная степени 0. 
Эти операторы действуют в пространстве L2(K(t)). Оказывается естественным 
рассматривать алгебры мультипликаторов Фурье, действующих в весовом про
странстве L2(K(t),р). Если конус K(t) острый, то роль веса р играет степень 
расстояния до вершины t конуса K{i). Если K(t) содержит (п — з)-мерную плос
кость L, проходящую через i, то в качестве веса нужно взять степень расстояния 
до L. 

В работе будут указаны все неприводимые представления этих алгебр. Пред
ставления алгебр „без веса" вписываются в шкалу представлений алгебр „с ве
сом". Отметим, что алгебры мультипликаторов Фурье „с весом" возникают в ка
честве „локальных алгебр", если вместо классических П Д О рассматривать „ П Д О 
в весовых классах на многообразии с особенностями" [1]. 

Статья состоит из пяти параграфов. В § 2 обсуждается процесс локализации 
алгебр П Д О и формулируются необходимые вспомогательные результаты, полу
ченные с помощью техники, основанной на преобразовании Меллина. В § 3 изуча
ются алгебры операторов на сфере, возникающие после применения преобразо
вания Меллина к мультипликаторам Фурье, в § 4 — алгебры „трансверсальных 
операторов", появляющихся после применения преобразования Фурье по части 
переменных, в § 5 указываются полные списки неприводимых представлений ал
гебр мультипликаторов Фурье в конусе „ с весом" и алгебры Ф Т . Описание топо
логии Джекобсона на спектрах этих алгебр будет опубликовано отдельно. Ранее 
в статье [2] были получены полные результаты (все неприводимые представле
ния и топология Джекобсона на спектре) для алгебры мультипликаторов Фурье 
в остром выпуклом гладком конусе пространства Rn. 

Всюду далее под алгебрами и морфизмами понимаются С*-алгебры и *-
морфизмы. 

§ 2. П Е Р Е Х О Д К Л О К А Л Ь Н Ы М А Л Г Е Б Р А М 

Заметим, что алгебра ФТ, введенная в § 1, содержит идеал KL2{T) компактных 
операторов (и, следовательно, неприводима). В самом деле, любой компактный 
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оператор в L2(Rn) приближается П Д О порядка (—со) (например, интегральными 
операторами с ядрами из Co°(Rn х R"))-

Заметим также, что если порядок П Д О р(х,Т>) меньше 0, то Нтр(х,Т>) € KL2(T). 
Действительно, можно считать, что символ р(ж,£) финитен п о I , и воспользо
ваться теоремой 2.1.1.1 [3]. 

В этом параграфе мы опишем фактор-алгебру ^/Т/КЬ2{Т). Из предыдущего 
замечания следует, что это описание должно зависеть только от главных символов 
операторов, образующих алгебру ФТ. 

Пусть р(- , - ) € C°°(Rn х (Rn \ 0 ) ) , функция р однородна степени 0 по второму 
аргументу; 

Е(Х) — оператор, определяемый равенством 

(Е(\)и)(ч>) = ( 2 т г ) - п / 2 е х р ( г ( а + п/2)7г/2)Г(а + гг/2) J (-<ри+ 
s » - i 

- M o ) - i A - n / 2

u ( u > y w , 

где и 6 С 0 0 ^ " - 1 ),</>,u; G S"" 1 (см. [1]); 
Pn(t) — оператор умножения на характеристическую функцию множества 

fi(i) = K(t) П Sn~1. (Вершина конуса K(t) считается помещенной в начало ко
ординат) . 

Введем алгебру Ет оператор-функций на R х Т . Она порождается оператор-
функциями вида 

U : R х Т Э (A, t) Pa(t)EZLv{\)p{t, и)Еф^ш(\) : 
: L 2 ( f t ( t ) ) -> L2{U{t)). 

Операции в алгебре Ет поточечные, а норма равномерная: 

| |М(-,-);Ет| | = sup{ | |W(A,0 ;B£ 2 (O( t ) ) | | ; (A , t ) е Д х Т } . 

Теперь сформулируем основной результат настоящего параграфа. 

Теорема 2.1. Алгебры Ф Т ' / K L 2 ( T ) и Ет изоморфны. Изоморфизм осуществляется 
отображением 

Е П п ^ - Е П ^ - . - ) . 1 

Здесь Aij = pij(x,T>) — ПДО с главным символом р^(х,(), р ^ ( - , - ) — функция из 
C°°(Rn X ( Д " \ 0)) , однородная степени 0 по второму аргументу, Е П ^T.AJJ-] — 

» j 
класс вычетов в фактор-алгебре $>T/KL2(T), Uij(-,-) € Ет, 

« „ ( А , * ) = Рщг)Е-1^Х)Р^,ш)Еф^и(Х) : L 2 ( f i ( i ) ) - 1 2 (П(*) ) -

Прежде чем доказывать эту теорему, приведем сведения, необходимые для 
дальнейшего (за доказательствами отсылаем к [1]) . 

Обозначим через L2{Rn,\х\Р) пространство с нормой 

||u|| = ( j \и{х)\2 \x\^dxfl2. 

я» • 

1 Здесь (и всюду далее) индексы г и j пробегают произвольные конечные множества. 



60 А. Ю . К О К О Т О В 

Пусть х е Rn, <fi = х/\х\ £ S " - 1 , г = |ж|, и £ Cg°(RN\0), и(х) = и(г,<р). 
Определим преобразование Меллина равенством 

(Mr->\u)(X,ip) = J г _ , ' А - 1 и ( г ^ ) ^ г . 

о 

Пусть ImA = в, тогда оператор Мг^х+'т/2 продолжается до унитарного опера
тора L2(Rn, jasĵ 3) —» L2(Rp; L^S71*1)). Здесь и всюду дальше Rp = {z £ C|Imz = в}. 

Если Ф — функция из C°°(R" \ 0), однородная степени 0, то оператор 
F^x$(£)Fy-y£ осуществляет непрерывное отображение L2(Rn,\x\@) —> £ 2 ( Д " , 
при < п/2. При таких /3 справедливо представление 

( F € - i ^ ( 0 ^ « u ) ( r > V » ) = ( l / v ^ F ) У" r ' ( W ) S - ^ ( A ) x 

ImA=/J 

х Ф ( ш ) £ , ^ ы ( А ) М ^ А + 1 п / 2 и ( р , ^ ) б г А = 

х Е - ^ ( А ) Ф ( о ; ) В в _ . „ ( Л ) М р ^ А + 1 1 1 / 2 и ( р ) в ) . (2.1) 

(Через обозначено обратное преобразование Меллина) . 

Пусть К — конус в R",Q = KDS"-1. Обозначим через алгебру, порожден
ную мультипликаторами Фурье UKF^x<b(£)Fy.->( в L2(K, \xf) = Пй-(£ 2 ( .й п , | х | " ) ) , 
а через SQ(R^) — алгебру, порожденную оператор-функциями Rp Э А —> 
РЕ~1^ч>(Х)Ф(и>)Рф-^и1(\) : £ 2 ( f i ) —» L2(Q,). Операции в Sn(Rp) поточечные, норма 
равномерная (| |W(-); Sfj(-R/3)|| = sup{||W(A); В Х 2 ( П ) | | ; А £ Rp})- Из представления 
(2.1) следует, что алгебры и Sci(Rp) изоморфны. 

Пусть Hs(Sn~1) — пространство Соболева—Слободецкого, |ImA| < п/2, тогда 
отображения Е(\) : ^ ( S " - 1 ) -> Я 3 + 1 т А ( 5 " - 1 ) и Е~1(Х) ^ f ^ S " " 1 ) -> Н 3 - ^ ^ " - 1 ) 
непрерывны. Справедливо равенство (Е(\))* = Е~1(Х)(* — сопряжение отно
сительно скалярного произведения в L2(Sn~1)). Если ImA = 0, то оператор 
Е(\) : L2(Sn-1) -> L2{Sn~l) унитарный. 

Приведем также аналог теоремы Пэли—Винера для оператора £7(А)[2]. 
Пусть ImA = /?,|/?| < п/2,0,• — KdSn~l, где К допустимый конус в Rn. Тогда если 

функция w £ Hl3(Sn-1), распространенная на R" \ 0 как однородная степени г А -+-
п/2, является граничным значением (в смысле теории распределений) функции G, 
голоморфной в области Rn + i(intiif*) и удовлетворяющей оценке |<?(г)| ^ const(l + 
| г | 2 ) а ( 1 + ( d i s t ( I m z , с Ж * ) ) - 7 ) для некоторых а,у ^ 0, то справедливо включение 
w £ Е(\) х (PnL2{Sn-1)) = E(\)(L2(£l)). Обратно, если и £ L 2 ( 5 n - 1 ) , s u p p u С ft, то 
функция w = Е(Х)и обладает всеми перечисленными свойствами. 

Д л я доказательства теоремы 2.1 нам понадобятся две леммы. 
Лемма 2.2. Пусть 

i j i j 

Если при любых t £ Т,А £ R оператор U(X,t) : L2(Q(t)) —* L2(Sl(t)) обратим и 
sapp{\\U-1(X,t);BL2(H(t))\\;(X,t) £ R x T } < со, то оператор A : L2(T) -* L2(T) 
фредгольмов. 

Доказательство. Оператор A — оператор локального типа (в смысле Симоненко 
(см., например, [ 4 ] ) ) . Он фредгольмов, если для любой точки t £ Т существует 



П Р Е Д С Т А В Л Е Н И Я С * - А Л Г Е Б Р П Д О В П О Л И Э Д Р Е 61 

оператор A ( i ) , локально эквивалентный А в точке t и локально фредгольмовый в 
t. Пусть t Е Т; не умаляя общности, можно считать, что t совпадает с началом 
координат. Положим 

[A{t)u](r,y) = М-1.1Ч2^гиф^{\^)Мр^х+-ш/2и{Р,ф). 
Нетрудно убедиться, что оператор A(t) локально эквивалентен оператору А в 

t и обладает локальным регуляризатором R(t), 

[R(t)u](r, <р) = M-l42_JU+lv{\, t)Mp_x+42u(p, ф). . 

Лемма 2.3. Пусть A, me же, что и в лемме 2.2. Тогда если оператор А 
фредгольмов, то при всех (X,t) € R X Т оператор U{X,t) обратим. 

Доказательство. Д л я любой функции и Е L2(T) должны выполняться оценки 

И < с ( | | А « | | + и | | U | | < c ( | |A* U | | + \\К2и\\) (*) 

при некоторых К\,К2 Е KL2(T). Пусть Ао Е R,to Е Т и оператор U(Xo,t0) необра
тим. Тогда возможны следующие случаи: 

1)3и 0 6 L2(Sl(t0)), ||u0|| - l ,M*(A 0 , t o )«o = 0. 
2)3uk e L2(a(t0)), \\uk\\ = 1, ||W(Ao,*o)u f c|| -> 0. 
Опять можно считать, что to совпадает с началом координат. Пусть wk = 

ио в первом случае и wk = uk во втором. Пусть 6 C^^R), supp(jt —> 
^o,\\M~*in/2^r(k(\)wk;L2(Rn)\\ = l,sk £ R,sk -» 0+, положим 

fk(r,<p) = (skrn/2M;lm/2^r/sk)(tk(\)wk(ip)). 
Ясно, что fk слабо сходится к нулю в L2(T). Пусть х Е Co°(Rn),x(x) = 1, если 

|ж| < е /2, х ( ж ) = 0, если |х| > е. В случае 1) имеем 

A'fk = А\\х + (1 - x ) ] / t ) = Х А 7 * + К ft + А* (1 - X)fk, 

где К = [А*,х] € KL2(T). Первое слагаемое стремится к нулю при е —> 0, второе 
и третье стремятся к нулю при к —> ОО (ср.[1], доказательство 4.4.1). Следова
тельно, вторая из оценок ( * ) опровергается с помощью последовательности / к . 
Аналогично в случае 2) опровергается первая из оценок ( * ) . • 

Доказательство теоремы 2.1. Пусть A,W(- , - ) — те же, что и в лемме 2.2. Для 
доказательства теоремы достаточно установить равенство 

Ы{\\А + Р;ВЬ2(Т)\\;РеКЬ2(Т)} = \\Щ-,-у,Ет\\. 

Пусть а > \\И(-, • ) ; £т||. Тогда оператор U(X, t)U*(X, t) — а21 обратим для любых 
А е R, t G Т . Имеем оценку \\(U(X,t)U*(X,t) - a2I)-l\\ ^ 1 / (а 2 - | |W(A,i)W*(A,f) | | ) ^ 
( а 2 — | | W ( - , - ) ; S T | | 2 ) - 1 . ПО лемме 2.2 оператор АА* — а21 фредгольмов. Значит, а2 > 
г ( [ А А * ] ) , где ( [ А А * ] ) — спектральный радиус элемента [АА*] алгебры ^T/KL2{T). 
Заметим, что {[АА*]) = \\[АА*]\\ = in f{ | |AA* + Р| | ; Р £ KL2{T)} = in f{ | |A + Р | | 2 ; Р Е 
KL2(T)} = \\[А]\\2. Значит, а > \\[А}\\. Таким образом, • ) ; Е т | | ^ | | [А] | | . Устано
вим противоположное неравенство. 

Пусть а > | | [А] | | . Тогда класс вычетов [АА*] — а2[Г\ обратим в фактор-алгебре 
4>T/KL2(T). Значит, оператор А А * — а21 фредгольмов. По лемме 2.3 оператор 
U(X,t)U*(X,t) — а21 обратим для всех (X,t) Е Rx Т. Отсюда следует, что а2 > 
r(W(A,£)W*(A,t)) = | |W(A, i ) | | 2 и, следовательно, а > \\И(-, •); Ет||. Таким образом, 
| | [ A . ] | | ^ | | W ( - , . ) ; E T | | . . 
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В следующих двух параграфах мы будем исследовать спектры „локальных" 
алгебр, порожденных сужениями оператор-функций из Ет на множества "вида 
R х {t} (t £ Т ) . Эти алгебры изоморфны алгебрам мультипликаторов Фурье 
в конусах K(t). Переход от спектров „локальных" алгебр к спектру алгебры Ф Г 
будет осуществлен в § 5. 

§ 3. А Л Г Е Б Р Ы О П Е Р А Т О Р О В Н А СФЕРЕ 

Пусть К — выпуклый конус в Rn, intJC ф 0,0, = К П S " - 1 . Алгебра 
мультипликаторов Фурье в весовом пространстве L2(K, \х\Р) изоморфна алгебре 
Sn(Rp). Фиксируем А € Rp и рассмотрим алгебру 5о.(А), порожденную значениями 
оператор-функций из Sa(Rp) в точке А. Здесь и всюду далее ImA = /3,Щ < п/2. 
Результаты этого параграфа допускают обобщение и на другие значения /3, но 
мы не будем на этом останавливаться (ср. [1]) . 

Алгебры M^,SQ{Rp),SQ(X) в случае, если К =. Rn или Р™ изучались в [1]. 
Напомним основные сведения о них: 

Пусть К = Р " , тогда ft = 5 n _ 1 . Обозначим в этом случае 5о.(Р/з) через S(Rp), 
а 5о.(А) через 5 ( A ) . Алгебра 5 (A) неприводима, если /3 ф 0. Если /3 = 0, то имеют 
место изоморфизмы M"Rn « 5 ( Р 0 ) w 5(A) и C ( 5 n _ 1 ) . 

Пусть К = R+, тогда ft = 5 " - 1 . В этом случае обозначим 5о,(А) через 5 + ( А ) . 
Алгебра 5+(А) неприводима, если /3 ф О, и приводима, если /3 = 0. 

Если К — допустимый конус, то результат выглядит иначе. Алгебра 5о.(А) 
оказывается неприводимой при любом /5 (|/3| < п/2). При /3 = 0 алгебр 5п(А) очень 
похожа на алгебру многомерных операторов Винера-Хопфа в конусе К [5,6]. В 
этом случае при доказательстве неприводимости алгебры 5о(А) удается восполь
зоваться методом работы [6]. Доказательство неприводимости SQ(X) при /3 ф 0 
требует иных соображений. 

Всюду до конца этого параграфа под К понимается фиксированный допусти
мый конус в Rn ,ft = К П 5 " " 1 . 

Теорема 3.1. Алгебра SQ(X) неприводима и содержит идеал КЬ2(Щ компактных 
операторов. 

Доказательство. Рассмотрим сначала случай ImA = 0. Тогда оператор Е(Х) 
— унитарный в L2{SN~L), стало быть, ( Е ^ „ ( А ) Ф ( ы ) ^ _ > | < , ( А ) ) * = B j i v ( A ) l " ( w ) 
Еф—,Ш(Х). Введем в рассмотрение алгебру 5, порожденную в I j ^ * " 1 ) операто
рами Рп и Е~^(Х)Ф(ш)Е^,-,ш(Х). Ясно, что PQSPH — 5о,(А). Покажем, что алге
бра 5 неприводима. Алгебра 5 изоморфна алгебре 5, порожденной операторами 
E(X)PrIE~1(X) и операторами умножения на гладкие функции Ф в L2(SN~L). 

Пусть R £ ( 5 ) ' ( ( 5 ) ' — коммутант алгебры 5 ) . Тогда R совпадает с оператором 
умножения на функцию г € i o o ( 5 n _ 1 ) . (Можно положить г(ш) = ,*'(Ф)(а;)/Ф(а>), 
для LO £ зиррФ,Ф £ C°°(SN~1). Определение, очевидно, корректно. Вклю
чение г £ Х 0 0 ( 5 П - 1 ) следует из оценки \\r2<p2;L1{Sn-1)\\ = \\Rjp; L2{Sn~l)\\2 ^ 
| |Р | | 2 | |<^ 2 ; L i ( 5 n _ 1 ) | | ) . Таким образом, ( § ) ' — коммутативная алгебра. Пока
жем, что она является областью целостности. Тогда в силу теоремы Гельфанда 
( 5 ) ' и С , что эквивалентно неприводимости 5. 

Пусть P i , R2 £.(S)',Rk(<p) = rk<p, rk € X 0 0 ( 5 n _ I ) , . f c = 1,2. Предположим, что 
Г\г2 = 0 почти всюду на 5 " - 1 . Обозначим через log£ аналитическое продолжение 
натурального логарифма в область С \ {£|Re£ = 0,lm£ ^ 0 ) . Пусть 0 < е < 1/2,/ 6 

file:////Rjp
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C^°(il), / ^ 0, / ф 0. Положим 

м*) = (|(-^г/и^)(;А+п/2)/£, 
п 

где £ а понимается как exp(alog() . 
Легко видеть, что функция «о определена и голоморфна в области RN + i(intK*) 

и удовлетворяет оценке |UQ(Z) | ^ const • \z\n/2. Теперь из аналога теоремы Пэли— 
Винера для Е(Х) заключаем, что w0 = щ^™*1 € E(X)(L2(0)). Ясно, что функция 
WQ отлична от нуля всюду на S n _ 1 . Положим wk = rkwo, к = 1,2. Очевидно, 
что E(X)PnE(\)-1wk = rkE(\)PnE-1(X)w0 = rkw0 = wk. Значит, wk 6 E(X)(L2(Sl)) 
и, стало быть, в силу аналога теоремы Пэли-Винера для Е(Х), после распро
странения на RN \ 0 по однородности (степени гА + п/2) функция wk совпадает с 
граничным значением функции, голоморфной в RN + i(intK*). Итак, 

wk = Hm Uk(- + iy), 

где UK — функция, голоморфная в RN + i(intK*). Предел понимается в смысле 
сходимости распределений. Функция U = U\U2 голоморфна в R" + i(intK*) и 
имеет граничное значение, равное нулю почти всюду в RN. Пусть у 0 6 intJf*, 
V £ С о ° ( Д п ) . Рассмотрим функцию 

F(Q = jtp(x)U{x + Cy0)dx. 
Я™ 

Она определена и голоморфна в верхней полуплоскости £ C | Im( > 0 } . Имеем 

\im^F(p + is)= lirn^ J <p(x)U(x -f (p + is)y0) dx = 

R" 

= lim tp(x - py0)U(x + isy0)dx = 
s^o+ J 

Я " 

= J <Pix ~ Pyo)ri(x)r2(x)(w0(x))2 dx 

R 

. „ " 0. 
Я 

Следовательно, F = 0. Отсюда выводим, что 

J ip(x)U(x + iyo) dx = 0 
Я " 

для любой функции ip из CQ°(R") и, значит, U\(RN + гу0) = 0. Отсюда следует, 
что U = 0 и, стало быть, одна из функций U\,U2 обращается в нуль тождественно. 
Значит, riiv0 = 0 или r2u>o = 0 почти всюду. Так как WQ ф 0 на 5 n _ 1 , то п или 
?'2 обращается в нуль почти всюду. Стало быть, ( S ) ' — область целостности и 
алгебра S неприводима. 

Пусть f t* = Я * П Ф 0 € С 0 ° ° ( « * ) , х, € С 0

Т О ( 5 " - 1 ) , - х * | « = 1, X* = 0 
вне е-окрестности множества ft (е достаточно мало) . Тогда РцЕ *(Х)Ф0Е(Х) — 
Р^ХеЕ~1(Х)Ф0Е(Х). Оператор ХеЕ~^(Х)Ф0Е(Х) — мероморфный псевдодифферен
циальный оператор с символом, обращающимся в нуль в окрестности подмного
образия У ( п , 2 ) взаимно ортогональных единичных векторов в S n _ 1 x 5 n _ 1 . Значит 
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( [1] , лемма 5.3.5), он компактен в L,2(Sn~1). Поэтому оператор Ро,.Е _ 1 (А)Фо.Е(А) 
из алгебры S компактен в L2(Sn~1). Итак, алгебра S неприводима и содержит 
компактный оператор. Значит ( [7] , 4.1.10), KL2(S"~1) С S. Вспоминая, что 
PQSPQ = S'n(A), заключаем, что PaKL2(Sn~1)Pn = KL2(0) С 5 « ( А ) . Отсюда сле
дует, что алгебра SQ(X) неприводима. Случай ImA = 0 разобран. 

Пусть теперь ImA = /?,/? ф 0. Сделаем предварительно следующее замечание. 

Замечание 3.2. Пусть и Е С Л Г ( 5 г а _ 1 ) , где N — достаточно большое число, 
suppu С П. Продолжим и на Rn \ 0 по однородности (степени г\ — п / 2 ) . Тогда 
(Fu)\Sn~1 = E(\)(u\Sn~1) (см.[1]) . Пусть G — преобразование Фурье-Лапласа от 
и (функция, голоморфная в области Rn + i(mtK*) (см.[8], § 7 .4) ) . Справедливо 
равенство 

(Fu)(x)= lim G(x + iy),x фО. 
y—*0,y£mtK' 

Действительно, пусть Хо>Хоо G Cco(Rn),Xo + Хоо = 1, Хо = 1 в окрестности нуля, 
Хоо = 1 в окрестности бесконечности. Так как |ImA| < п/2, то Re(iA — п/2) > —п и 

G[x + iy).= J u(0e-W'+i»dt = J Хо{{МОе-**+"<%+ 
Д " Д " 

+ J Xoo(0u(0e""« +»4 = / Xo(0<0^ixHv^(+ 
Д " Д " 

+(-i)i«i|(9i<'i/ar)(x«»(0«(0)e-"€+1'V(-«+ 
Д " 

Здесь число \a\ столь велико, что dl al/c?£ a(Xoo(£)M(0) 6 -Pi(-R")- Теперь можно 
устремить у к нулю внутри конуса К* и получить поточечную сходимость. (Ана
лог теоремы Пэли—Винера для Е(\) дает сходимость только в смысле распреде
лений) . 

Обозначим через Н инвариантное подпространство для алгебры Sn(A). Нужно 
доказать, что Н = Ь2(Щ или Н = { 0 } . Покажем, что в Н или в его ортого
нальном дополнении Н^-^Н1- — также инвариантное подпространство для SQ{\)) 
содержится сколь угодно гладкая функция, отличная от тождественного нуля. 

Пусть / G C 0 ° ° ( P n \ 0),supp/ С ЫК. Положим 

О Д " 

Легко видеть, что Фо(рг) = <$>a(z) для любого р > 0 и что функция Фо(г) 
голоморфна в Rn + i(intV'), где V — конус в Rn, intV U { 0 } D К*. Отсюда 
следует, что s u p { ^ 0 ( z ) | ; z £ Rn + гК*} < -f-oo. Пусть теперь и g L2(Q,). 
Тогда функция Фо(ш)Еф-*ш(\)и(ф), распространенная как однородная степени 
гА + п/2 на Rn \ 0, продолжается голоморфно в область Rn + i(intK*) и удо-
влетворяет там оценке из аналога теоремы Пэли-Винера для Е(Х). Значит, 
Р п £ - 1 ( А ) Ф 0 Е ( А ) м = р - 1 ( А ) Ф 0 Р ( А ) и . Аналогично PaE(X)-^0E(X) = £ ( A ) - ^ 0 S ( A ) ; 
ясно, что PnE(X)-40E(X) = [РаЕ-\\)Ф0Е{\)]* 6 Sa{\). 

Компактный и самосопряженный в L2(fl) оператор 

( Р - Х ( А ) Ф 0 Р ( А ) - £ - 1 ( А ) Ф 0 £ ( А ) ) ^ ( Р п £ - 1 ( А ) Ф 0 Р ( А ) - РаЕ-\\)Ф0Е(\))к е 5 П ( А ) 
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действует непрерывно из L2(Sn~'1) в Я м ( 5 " - 1 ) С Ck(Sn~1) для любого к при до
статочно большом N = N(k) (это следует из результатов [1], гл .З ) . Поэтому 
любая собственная функция этого оператора, соответствующая ненулевому соб
ственному числу, обладает нужной гладкостью. Пусть Р — ортопроектор L2(Q.) 
на собственное подпространство, отвечающее ненулевому собственному числу. 
Ясно, что Р £ SQ(X). ЕСЛИ РН ф { 0 } , то в Н есть достаточно гладкая функция, в 
противном случае она имеется в Н1-. 

Пусть, для определенности, v £ Н П Ck(Sn~1),v ф 0. Покажем, что 

mes S n- i{w £ S n _ 1 | ( . E ( A ) u ) ( w ) = 0} = 0. (1) 

Д л я этого нам понадобится следующая лемма (ее доказательство можно найти 
в [2]) . 

Лемма 3.3. Пусть U — открытое связное подмножество Rn,V — открытый конус 
в Rn с вершиной в начале координат, функция f голоморфна в U + iV и непрерывна 
в замыкании c\(U + iV). Предположим, что существует измеримое множество 
Z С U ,vaesnZ ф 0, такое, что f\Z = 0. Тогда / = 0 в U + iV. 

Теперь предположим, что функция E(X)v обращается в нуль в S"^1 на множе
стве ненулевой меры. Распространим ее на Р " \ 0 как однородную степени iX + n/2 
и продолжим голоморфно в область Rn +г(\пЬК*). Ясно, что множество ее нулей в 
R" имеет ненулевую меру. Теперь, используя замечание 3.2 и лемму 3.3, заклю
чаем, что E(X)v = 0, что невозможно, так как v ф 0. Равенство (1) установлено. 
Из него следует, что множество {ФЕ(Х)у\Ф £ C°°(Sn~1)} плотно в L2{Sn~1) и, сле
довательно, множество R = {Е{Х)~1ФЕ(Х)ь\Ф £ C ° ° ( S n - 1 ) } плотно в tf^S"-1), а 
значит, и в L2(Sn~1) (не умаляя общности, можно считать, что /3 > 0 ) . В то же 
время P Q P С Я . Значит, Н = L 2 ( f2 ) . 

Если v £ Н1- П Ck(Sn~1), v ф 0, то те же рассуждения показывают, что Н1- = 
L 2 ( f i ) , откуда следует, что Н = { 0 } . Неприводимость 5о,(А) установлена. 

Заметим теперь, что из результатов [1], гл.З следует компактность оператора 
Р П Р - 1 ( А ) Ф Р ( А ) - Р П Р - 1 ( А ) Ф £ ( А ) £ S n ( A ) . Значит ([7] , 4.1.10), КЬ2{0) С 5 П ( А ) . • 

Теорема 3.1 показывает, что отображения 7г(А) : U(-) —> U(X) : L2(0.) —» £ 2 (f2) 
порождают неприводимые представления алгебры Sn(Rp) для VA £ Rp. 

Теорема 3.4. Если Х,/х £ Rp,X ф р., то представления тг(А) и тт(ц) неэквивалентны. 

Доказательство. Допустим противное. Пусть существует унитарный оператор 
U : L2(Q.) L 2 ( f t ) такой, что и*РпЕ~1{Х)ФЕ{Х)и = РпЕ~1(ц)ФЕ([1) для любой 
функции Ф £ С ° ° ( 5 " г - 1 ) . Тогда 

и*Е-1(Х)Ф0Е{Хр =Е-1(/1)Ф0Е(ц) (2) 

для всякой функции Ф 0 , однородной нулевой степени на Р " \ 0 , голоморфно продол
жаемой в область Р " -fri(inti^*) и ограниченной там. (Такие функции существуют 
— см. доказательство теоремы 3.1). 

Заменим в определении функции ко из первой части доказательства теоремы 
3.1 А на Ц. Получившаяся функция удовлетворяет оценке |мо(^)| ^ const • |,гг|п/2~^. 
Используя аналог теоремы Пэли-Винера для Е(Х), заключаем, что Uu\Sn~x £ 
£ ( / L i ) ( i 2 ( f t ) ) n C 0 0 ( 5 ' " - 1 ) . Положим теперь 

h = {E{X)UE-\li)u0)/u0. 
5 Алгебра и анализ, № 3, 1991 г. 
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Из (2) следует, что 

Е(\)иЕ-\ц)(Ф0и0) = (Фоио)А. 

Отсюда выводим, что U = Е(Х)~г кЕ(ц). Точно так же, исходя из равенства 

( г 7 - 1 ) * Р п Е - 1 ( 7 1 ) Ф В Д г 7 - 1 = р п £ г г ( л ) Ф е д , 

получим, что U*1 — E(~fi)hiE(\), где 

h1={E(]J)U-1E(\)u1)/u1, 

а 

u , 6 £ ( A ) ( I 2 ( f i ) ) n H 5 " _ 1 ) -

Используя унитарность оператора U и полученные представления для U и U^1, 
заключаем, что h = h\ почти всюду на 5 1 1 - 1 . 

Функции h и hi, рассматриваемые как однородные степени г(А — fi) и г(/7 — Л) 
соответственно, голоморфно продолжаются в Р™ + i(intK*). Положим 

* Ы = / А ( * ) > * e P " + i(intA-*), 
l Z J 1 fci(z), г 6 Р " - ^int-K"*). 

По теореме Боголюбова об „острие клина" ( [9] , § 27) функция / голоморфно 
продолжается в окрестность Р " , что возможно лишь при А = р. Получили проти
воречие. • 

Пусть Co(Rp) — алгебра непрерывных функций на Rp с нулевыми пределами 
на ±оо . Покажем, что имеет место включение Ca(Rp) ® КЬ2{Щ С Sa(Rp). 

Если $ ф 0, то оператор-функция Rp Э X -* РаЕ-1(Х)ФЕ(Х)-(РпЕ-1(Х)ФЕ(Х))* = 
Р о ( Р ( А ) - 1 Ф Р ( Л ) — .Е(А) _ 1 Ф.Е(А) ) отлична от нуля и принадлежит пересечению 
C0(Rp) ® К L 2 ( f i ) П Sn{Rp) (это следует из результатов [1], г л . З ) . 

Если /? = 0, то тем же свойством обладает оператор-функция R = До Э А —> 
Р п Е - 1 ( А ) Ф 1 £ ; ( А ) Р п £ ; - 1 ( А ) Ф 2 Р ( А ) , где Фа е C 0°°(ft*), Ф 2 6 C 0 ° ° ( - f i * ) . ( С помощью 
рассуждений, аналогичных доказательству леммы 5.4.8, [1], можно показать, что 
\\РиЕ'1(Х)Ф1Е(Х);В12(Щ - » О, если А —• —оо и | | Р П Е - 1 ( А ) Ф 2 £ ( А ) ; 5 £ 2 ( f t ) | | - » О, 
если А —> + о о ) . 

Из сказанного и теорем 3.1, 3.4 следует, что алгебра Co(Rp) ® KL2(£l) П Sn(Rp) 
непуста и является массивной подалгеброй алгебры CQ{RP)®KL2(Q.) и, стало быть 
([7] , 11.1.4), совпадает с ней. Включение Co(Rp) ®КЬ2(Я) С Sn(Rp) установлено. 

Введем алгебру 5(f2, Дд) , порожденную оператор-функциями Rp Э А —> PrjJS - 1(A) 
Ф £ ( А ) Р П : L 2 ( S " - 1 ) - » L 2 ( 5 " - 1 ) и алгеброй С^Д/з )® K M S " - 1 ) . Легко видеть, что 
алгебры SQ(Rp)/C0(R) ® KL2(il) и 5(ft, Rp)/CQ(R) ® / ^ ( S " 1 - 1 ) изоморфны. Более 
того, в силу принадлежности оператор- функции Rp Э А -> Р ( А ) _ 1 Ф £ ( А ) - Р ( А -
1 т А ) _ 1 Ф £ ( А - 1 т А ) алгебре C0(Rp)®KL2(Sn~1)([l], гл.З) имеют место изоморфизмы 
Sc,(Rp)/C0(Rp)®KL2(tt) ss 5 n ( P o ) / C 0 ( P o ) ® ^ I 2 ( f t ) « 5 ( f t , P 0 ) / C 0 ( P ) ® / ^ 2 ( 5 n - 1 ) » 
S(Sl,Rf,)/Co(R(i) ® / ^ 2 ( 5 " - 1 ) . 

Всюду далее вместо Ро пишем просто Я . В оставшейся части этого параграфа 
мы переносим схему локализации, предложенную Дыниным [6] для алгебр опера
торов Винера-Хопфа, на случай алгебр операторов на сфере. 

Обозначим через CB(R, BL2(Sn~1)) алгебру непрерывных оператор-функций 
Л Э А —> А(Х) в P I 2 ( S " i - 1 ) с нормой | | А ( - ) | | = sup{| |A(A); BL2(Sn-l)\\; X в Л } . Введем 
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оператор [ip] £ BL2(Sn г) — умножение на функцию <р € C°°(Sn г). Из ([1],5.4.4) 
следует, что 

Ы{\\Ы + Р ( - ) ; CB(R;B^S"-1))]];Р(-) £ С 0 ( Р ) ® 

ttKLiiS"-1)} = sup{|^(w)|;w £ S " - 1 } . 

Отсюда вытекает, что алгебра C(Sn~1) изометрично вкладывается в CB(R; 
BL2(Sn~1))/C0(R) ® KL2{Sn~l). Сохраним обозначение С ( 5 " - 1 ) для образа 
C{Sn~1) при этом вложении. 

Пусть А — замкнутая подалгебра ( C ( S n _ 1 ) ) ' — коммутанта С ( 5 " - 1 ) в CB(R, 
BL2(Sn-1))/C0(R)®KL2(Sn-1), содержащая C{Sn~1)Ju' = {<р € С ^ " - 1 ) ! ^ ) = 0 } , 
А(ш) = c\(IwA)-— замкнутый двусторонний идеал в А, порожденный Iй. Назовем 
фактор-алгебру Аш = А/А(ш) локализацией алгебры А в точке ш £ 5 n _ 1 . Если 
В С А, то через Bw обозначим образ В при каноническом отображении А —• Аи. 

Следующая лемма вытекает из результатов [1], гл.З. 

Лемма 3 .5. Пусть И{X) = £ _ 1 ( А ) Ф . Е ( А ) , < 7 € С 0 0 ^ " " 1 ) . Тогда коммутатор \И(-),а] 
принадлежит С 0 ( Р ) ® KL2(Sn~1). 

Из леммы следует, что S(ft, Р ) / С 0 ( Д ) ® KL^S^1) С (С^"-1))'. Пусть 
теперь А — алгебра, порожденная С ( 5 " - 1 ) и S(ft, Р ) / С 0 ( Р ) ® -ЙГ-Бг^" - 1 ) в 
CB(R,BL2(Sn-1))/C0{R) ® K b ^ S " - 1 ) . Обозначим через ( " Р ) Л спектр алгебры 71. 

Предложение 3.6. (А)А = (J (А,) Л -

Доказательство. Включение {АШ)А С (Л)А следует из равенства (А)Л = 
(А/А(си))А U (А(ш))А = (AU)A U (А(ш))А. Установим включение U ( A , ) A Э (А)л. 

Пусть 7г — неприводимое представление А. Тогда n(C(Sn~1)) коммутирует с 
п(А) и, стало быть, ir(C(Sn~1)) = С. Пусть 7г(1) = 1, тогда 7 r | C ( 5 " _ 1 ) есть отобра
жение <р> —» y>(w) для некоторого о» £ 5 П _ 1 . Следовательно, 7Ш С Кег7г и, значит, 
.4(w) С Кегт. Отсюда выводим, что п £ (А(ш))л = ( A w ) . • . 

Заметим теперь, что сужение любого неприводимого представления А на 
5(ft, R)/Co(R)®KL2(Sn~1) остается неприводимым представлением S(Q,, R)/Co(R)® 
КЬ2{8п~г) и что любое неприводимое представление S(f t ,R)/Co(R) ® KL2(S"~l) 
может быть получено таким образом. Из равенства (C(Sn~1))u = С следует, что 
Аш = (S(ft, Д ) / С 0 ( Р ) ® KL2(Sn-l))u. Отсюда вытекает, что 

(S(O,R)/C0(R)®KL2(Sn-1))A = 

= ( J ( ( 5 ( f t , P ) / C o ( P ) ® KL2{Sn^))u)A. 

Вспоминая, что S(Q,R)/C0(R) ® KL2{Sn~~l) « Sn(Rj3)IC0{Rp) ® A"I . 2 ( f t ) , получаем 
следующее предложение. 

Предложение 3.7. 

( 5 п ( Л д ) ) Л = ( С 0 ( Л ^ ) ® А - Х 2 ( П ) ) Л и ( ( 5 ( f i , P ) / C 0 ( P ) ® ^ 2 ( 5 ' - 1 ) ) „ ) A . 

Пусть ш € ft < 5 n _ 1 С Р " . / С — конус, касательный к конусу К в точке ш (в 
смысле определения, данного в § 1) , ft^ = Кш П 5 " - 1 . Ясно, что если w £ intft, то 

5* 
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Предложение 3.8. Если u g f i , то 

(S(n, Д ) / С 0 ( Д ) ® KL2(Sn-1))b> « ( S ( f t u , Д ) / С 0 ( Д ) ® 7 « 2 ( 5 n - 1 ) ) w . 

Доказательство. Пусть g — диффеоморфизм сферы 5 1 " - 1 такой, что q(u) = w, 
д(ГУГШ) = У П Й Ш для некоторых открытых окрестностей U,V точки ш € S"~1q'(u>) = 
J (g распространено на Д" равенством q(tu>) = Можно, например, по
ложить $(•) = (д'(ш))~1д(-), где 5 — диффеоморфизм из определения допусти
мого конуса (см:§ 1 ) . Определим отображение J: £ 2 ( S n ~ 1 ) —> I y 2 ( S ' " _ 1 ) равен
ством J(u)(ip) = u(g(y>)) |det(g ' ( i^)) | 1 / 2 . Ясно, что J — унитарный оператор в 
L^S"'1). Пусть (adJ)P( - ) = J^B^J для В(-) С С Д ( Д , 5 L 2 ( 5 " - 1 ) ) . Легко ви
деть, что ( a d J ) ( C 0 ^ ) ® A ' L ^ S " - 1 ) ) = С 0 ( Д ) ® KL2{Sn-1) и ( a d J ) ( I w ) = 1 ш (так 
как ы — неподвижная точка q). Следовательно, ad j индуцирует автоморфизм 
( ( C ( 5 » - 1 ) ) ' ) U - > ( ( C ( S » - 1 ) ) ' ) U . 

Обозначим через [А(-)] класс вычетов в фактор-алгебре 

CB(R,BL2(Sn~1))/C0(R) ® j r i ^ S * - 1 ) , 

содержащий А ( - ) . Проверим, что (aAJ)([Pa„]u) = [Po]w и ( a d J ) ( [ P ( - ) _ 1 $ P ( - ) ] w ) = 
[ •Е( - ) _ 1 Ф.Е(- ) ] Ш . Отсюда и будет следовать нужный нам изоморфизм. 

Установим первое равенство. Пусть ip 6 C ° ° ( 5 n _ 1 ) , <р{ш) = 1, supp<̂ > С ?7П V , где 
17 и У — из определения q. Тогда 

( a d J ) ( [ P n J „ ) = ( a d J ) ( M , 1 ( [ P n J „ ) = ( a d J ) ( [ V > x 

x P n J J = [(у. о g - ^ P n ] , , = [<р о д ^ Ц Р о ^ = [Pn]w 

Установим второе равенство. Пусть ipk 6 C ° ° ( 5 " _ 1 ) , |<p/t| ^ 1, <рк{и>) = 1, 
supp^it —> { ^ } . Введем оператор-функции 

ВД = ч>кЕ~\-)ФБ1?Урк - р^Е-^ФЕМрь. 

Ясно, что [Вк(-)]и = [Е(-)-1ФЕ(-)]ш - ( adJ ) ( (E - 1 ( - )$ -E( - ) ) ^ ) - Покажем, что 

\\Bk(-);CB(R,BL2(Sn-l))\\->0. 

Отсюда будет следовать нужное равенство. Применяя теорему о замене перемен
ной в мероморфном псев до дифференциальном операторе [1], получаем: 

(Вк(Х)и)(в) = ¥ , , ( е ) Р ^ , ( Л ) Ф ( ш ) Р с _ ( Л ) ( ^ , ( С ) « ( С ) ) -

- ^ , ( е ) ^ Д Л ) Ф ( ( д Ч ^ ) * ) - 1 ^ ) ^ ( ^ ) ( ^ * ( 9 ( С ) ) « ( 9 ( С ) ) ) + ^^^)^С -«(^) (^1(9(С))«(С)) , 

где К(-) 6 Со(Д) ® J f L 2 ( 5 " _ 1 ) . Осталось сослаться на слабую сходимость к нулю 
операторов умножения на <£>fc и равенства ( g ' ( w ) * ) - 1 = 7 и q(u>) — ш. • 

Предложение 3.9.- Если ш £ ft, то 

Sn„(R)~(S(nu,R)/C0(R)®KL2(Sn-1))„. 

Доказательство. Пусть ж — композиция естественного отображения 7 : ^ ^ ( Д ) —+ 
5 (П Ы ,Д) , 7 ( ^ 0 ) = U(-)Pa„, проекции 5 ( « Ш , Д ) - » 5 ( f t u , Д ) / С 0 ( Д ) ® / ^ ( S " " 1 ) 
и отображения локализации 5 ^ , Д ) / С 0 ( Д ) ® J O ^ S " - 1 ) ( 5 ( 0 Ы , Д ) / С 0 ( Д ) ® 
Д " 1 ( 2 ( 5 ' ' г _ 1 ) ) ш . Легко видеть, что ж — эпиморфизм. Покажем, что Кегл - = 0. От
сюда и будет следовать нужный нам изоморфизм. 
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Пусть В(-) £ Snal(R) и [7(-В(;))]ш = 0 ( [•] означает класс вычетов по модулю 
С 0 ( Р ) ® KLiiS"'1)). Тогда [5(.)P n Ju, = 0 и, следовательно, [B(-)PnJ £ А{и). 
Значит, В(-)Рп„ + Ч-) = <М(0 + * ( • ) , где < с/2, К ( - ) е С 0 ( Р ) ® K L 2 ( S " - 1 ) , 
у> 6 C ° ° ( S " 1 - 1 ) , y>(w) = 0. Выберем функцию ф £ С 7 ° ° ( 5 ' " - 1 ) такую, что \ф\^1,ф = \ 
в окрестности ш,ф = 0 вне малой окрестности w. Тогда \\фВ(-)Рпа + фК(-)\\ = 
\\ф(рА(-) + ф8(-)\\ < е. Вспоминая, что [ф,В(-)\ £ C0(R) ® Д \ Ь 2 ( 5 П - 1 ) , получаем 
неравенство \\В(-)Рпшф + K~i(-)\\ < е, где -RTi(-) £ С о ( Р ) ® К L2{Sn~1) (можно считать, 
что носитель оператор-функции К\{-) — компактное подмножество Р ) . 

Пусть s £ R,TS — оператор сдвига на вектор sw (Тя : L2{Rn) —> £ 2 ( Р " ) , (Tsu)(x) = 
U(X-SLJ)). Ясно, что Ts — унитарный оператор в Х 2 ( Р " ) . Используя представле
ние (2 .1) , получаем, что 

\\В{-)РПшф + K(-);CB(R,BL2(Sn-1))\\ = ЦТГ'М-'ВШР^х 

xMTs +Т7 1 М~х Ki(-)MTt; BL2{Rn)\\ < е. 

Здесь М и М"1 — прямое и обратное преобразования Меллина (опущены обо
значения переменных р, г и А + in/2). Фиксируем и £ Co°(Rn \ 0) . При достаточно 
большом s имеет место включение suppTsu С {х £ Рп\ф(х/\х\) = 1} и, стало быть, 
фТаи = Т3и (функция ф считается продолженной на Rn \ 0 по однородности сте
пени 0 ) . Оператор Т а коммутирует с операторами П/<-ш и F^^(^)Fy^^, значит, 
Т-1М-1В(-)Р0шМТ. = М-1В(-)РаыМ. 

Таким образом, приходим к неравенству 

\\M-1B{-)PnuMu + T-lM-iK1{-)MT3u;L2(Rn)\\^s\\u;L2(Rn)\\ 

для достаточно больших s. Пусть sk £ R,sk —> +оо. Заметим, что последова
тельность W f c ( - ) = MT^x0+in/2 х ( ( Т 3 4 и ) ( г , • ) ) слабо сходится к нулю в L2{Sn~1) при 
любом фиксированном А 0 £ R. Отсюда вытекает, что 

\\T;1M-1Ki(-)MTsu;L2{Rn)\\ = 
-f-oo 

= ( J | | A ' 1 ( A ) M r ^ A + i n / 2 ( T s U ) ( r , • ) ; L2{Sn-1)fd\)1l2 -> 0. 
— OO 

при s —• -foo. Следовательно, ЦМ^1 В(-)РашМи\\ ^ e||u|| для любого e > 0. Значит, 
P ( - ) = 0. . 

Пусть ш £ Ь Ш , тогда flw = S" - 1 и S n „ ( P ) « C ^ S " - 1 ) . Если w € S"" 1 \Г>, то легко 
видеть, что ( 5 ( f i , P ) / C 7 0 ( P ) ® ^ L 2 ( 5 ' " - 1 ) ) u , = 0 и ( (5 ( f i , Р ) / С 0 ( Р ) ® ' ^ ( . У - 1 ) ) , , ) * = 
0 . Из этих замечаний и предложений 3.7-3.9 выводим основной результат насто
ящего параграфа: 

Теорема 3.10. 

( 5 п ( Р д ) ) л = (С„(Я/0 ® К Х 2 ( П ) ) Л U ( С ( 5 " - 1 ) ) л и 

U U ( 5 П „ ( Д ) ) Л -
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§ 4 . А Л Г Е Б Р Ы Т Р А Н С В Е Р С А Л Ь Н Ы Х О П Е Р А Т О Р О В 

Утверждения этого раздела, приведенные без доказательств, получены с помо
щью методов работ [10, 11]. Изменения в рассуждениях незначительны. 

Пусть К = KxRm~n, где К — допустимый конус в Rn. Положим х = ( ж ^ \ х ^ ) € 
Rm,xW £ Rn,x^> € Rm~n. Обозначим через. 1 2 ( Я т , |ж ( 1 ) | ^ ) пространство с нормой 

= ( / \u(x)\2\x^\2pdx)ll2. Если Ф•— функция из С ° ° ( Д г а \ 0 ) однородная нулевой 

степени, то оператор F^.x$(,0Fy->( непрерывен в L2(Rm ,\х^\Р) при \0\ < п/2 [1]. 
Рассмотрим алгебру, порожденную операторами H/cF^x^((,)Fy^ в простран

стве L2(K,\x(1)f)-= ^KL2(Rm,\x(1)\li) п Р и Щ < п/2. Она изоморфна алгебре 
С?К оператор-функций S ™ - " - 1 Э в А(в) = UKF^MV,^^ : L2(K,\x\P) -> 
L2(K, |ж|^). Операции в алгебре £^к поточечные, а норма равномерная 

Ц А ( - ) ; 4|| - sup{\\А(в); В L2(K, |*|>)||; в е Г - 1 } . 

Фиксируем в £ §™-п-1 и рассмотрим алгебру £^(в), порожденную в L2[K, |ж|^) 
операторами А(в). 

Предложение 4 . 1 . Алгебра С^(в) неприводима. 

Зададим отображение тг : £^к{в) —* Sn(Rp) на образующих алгебры £к(&) ра
венством 

где Ыф(-) — оператор-функция Rp Э А - » РаЕ~1,^(Х)Ф(ш,0) £^ ,_ . Ы (А) : L 2 ( f t ) - » 

Предложение 4 . 2 . Отображение тг распространяется до эпиморфизма С^к(в) —• 
Sci(Rp). Ядро Kern- совпадает с замкнутым двусторонним идеалом Jj^{0) алгебры 
Ск(8), порожденным операторами HnF~_^^(ri,e)Fy—,rl такими, что Ф ( л , 0 ) = 0. 
Имеет место изоморфизм £^к{в)/J^(9) и Sa(Rp). 

Обозначим через KL2(K, \х\Р) идеал компактных операторов в L2(K, |ж|"). 

Предложение 4 . 3 . Имеет место включение KL2(K,\x\P) С / ^ - ( 0 ) . Если а £ 
С ° ° ( Д " \ 0 ) , функция а однородна степени 0, А(в) £ j £ ( 0 ) , то [А(в),а] в KL2(K, \xf). 

Предложение 4 . 4 . Фактор-алгебры JK{6)/KL2(K, \х\Р) и J\\(9)/KL2{K) изоморфны. 

Пусть Jft — замкнутый двусторонний идеал в алгебре £^к, порожденный 
оператор-функциями Sm~n~l Э в - » А(в) £ J^W- - ^ л я спектра ( ^ ) А справед
ливо равенство: 

(4)А = U (4тА- с4-1) 
Алгебры SQ(RP) И C^/jf! изоморфны. Стало быть, 

(£^r = (Sa(Rp))AU [J (4(в))\ 

Из предложения 4 . 4 выводим, что 

(4(e)r = (JK(0)/KL2(K)ruip(e), ( 4 . 2 ) 

» 
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где — тождественное представление алгебры J^-(#). 
Предложение 4.3 позволяет применить процесс локализации [6] для описания 

спектра / К L 2 { K ) ) A . В результате получаем равенство 

(J°K(0)/KL2(K)r = []№Ш(6))\ 

Здесь ft = К П 5 n _ 1 , Ки — конус, касательный к К в точке ш Е ft С К. Если 
ш € intft, то Кш = Д" и J\\ (в) и С 0 ( Д " ) - Таким образом, приходим к следующему 
предложению. 

Предложение 4 .5 . (J°K(6)/KL2(K))A = ( С 0 ( Л П ) ) Л U U (J°Kw(e))A. 

Рассмотрим алгебру в случае, когда ш — гладкая точка границы 3ft. 
Тогда конус Кш — полупространство. Так как преобразование Фурье коммути
рует с поворотами, то алгебра </]<-ш(#) изоморфна алгебре ,7д„(0), порожденной в 

L2{R+) операторами вида Yl\\Ji.R^F~J^z^ij{-q,ff)Fy^n. Здесь R\ = {х = (х',х„) g 
' jo 

Rn\xn ^ 0 } , у , n,z £ Rn, для любого i существует j такое, что Ф,у(п,0) = 0. 
Пусть П д + — оператор (в L2{R)) умножения на характеристическую функцию 

полуоси Д + , П - = FT1R+F~1 (F — одномерное преобразование Фурье) . Оператор 
П _ — проектор; П~ : L2(R) —> H~(R) — F(L2(R+)). Имеем равенство 

U4F-^(n,e)FY^ = F-2,zTi;^(r1',t,e)FY^VL:T). 

Из унитарности преобразования Фурье следует, что 

|| Y^UU4F^'^e)Fy^-,BL2(Rl)\\ = 
• з 

= su P { | | £ П n -«o- (V, BH-{R)U g д - 1 } . 
• j 

Лемма 4 .6 . Если Ф(т?,0) ЕЕ 0, то | |П _ Ф(г; ' , •, 0); ВН~{Щ\ - » 0; при |п'| -> оо. 

Действительно, | |П _ Ф(т / , •, в); BH~{R)\\ ^ sup{^(?7',t, в)\; t g Д } . В то же время 

| Ф ( П ' , t, 0) | = W W I i f l , t / |»fl , W l ) - *(1IW\> VWl o)| < const • i v r 1 • 
Фиксируем n' g Д" 1 и рассмотрим алгебру T ( J J ' ) , порожденную в 7т! ( Д ) опе

раторами £ П п - ф , > ( п ' , - , 0 ) . 
«' з 

Сделаем небольшое отступление в теорию тёплицевых операторов [12]. Пусть 
А — алгебра тёплицевых операторов в 7i~(R), порожденная операторами вида 
/ —> П ~ ( Ф / ) , где Ф - непрерывная на Д функция с конечными пределами на 
±оо . Алгебра А неприводима и содержит идеал K7i~(R) компактных опера
торов. Фактор-алгебра A/KTi~(R) изоморфна алгебре С ( Г ) , где Г — граница 
нижнего полукруга в Д 2 радиуса 1 и с центром в точке (0 ,1) . Изоморфизм 
осуществляется следующим образом: классу вычетов, содержащему оператор 
/ —* П _ ( Ф / ) , ставится в соответствие функция с г ф ( - ) на Г, определенная равен
ствами <Тф(7) = Ф ( - о о ) ( 1 + t ) / 2 + Ф(+оо)(1 - t)/2, если у = (t, 1) — точка диаметра 
и | Т Ф ( Т ) = Ф(р(т))> если 7 принадлежит полуокружности. Здесь р — гомеомор
физм полуокружности с выколотыми концами на прямую Д (проекция из центра 
окружности). Рассмотрим подалгебру Ад С А, порожденную операторами П ~ Ф ( ) , 
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где Ф(—оо) = Ф(+оо) = 0. Имеют место включение КН ( Л ) С До и изоморфизм 
Д о / К Л ~ ( Д ) и Со(Д) . Оказывается, что До на самом деле — идеал в А . Действи
тельно, пусть I I - / ( - ) £ ЛД-д0(-) Е Л - Тогда U~ f(-)lJ-д0(-) = U~f(-)g0(-) + К, 
где К £ KTi^^R). Осталось вспомнить, что K7i~(R) С До, и заметить, что 
f(x)do(x) —> 0 при х —У ±оо и, стало быть, П~/(-)<7о(-) £ До, т.е. П _ / ( - ) П _ р 0 ( " ) € До 
и До — идеал. Д л я любого t £ Д отображение 7r( t ) : П _ / ( - ) —> / ( i ) продолжается 
до одномерного неприводимого представления алгебры До. Д л я различных ti,t2 

представления 7 r ( t i ) , n(t2) неэквивалентны. Всякое неприводимое представление 
До эквивалентно либо тождественному, либо 7г(£) при некотором t £ R. 

Заметим теперь, что в силу однородности функций Ф,^,Ф^(п' ,<, в) —* { Ф у ( 0 , ±1 ,0 ) 
при t —» ±оо и для любого г существует j такое, что Ф^(п',£,в) —• 0 при t —» ±оо . 
Отсюда заключаем, что Т(т/ ' ) и До- Из леммы 4.6 и предложения 11.5.3, [7] 
следует, что алгебра FJR„(6)F~1 совпадает с непрерывным полем С о ( Д п _ 1 , А о ) -
Значит ([7] , 10.4.3), 

(j°4mA= и № ) ) Л -
Таким образом, справедливо следующее предложение. 

Предложение 4 .7 . Пусть А = £ 1 1 Пй" F~Xz^ij{r},e)Fy^ri £ JRN{9). Тогда следую-

•цме отображения продолжаются до неприводимых, попарно неэквивалентных пред
ставлений JRn (в) : 

1)417') : А Л Е Ц П - ф , ^ ' , - , 0 ) : « " ( Л ) - « - ( Д ) ; ! ? ' £ Я » " 1 . 

2) р ^ ^ ^ Е П Ф и ^ . ^ . - ч е л » . 
• j 

Всякое неприводимое представление JRN{9) эквивалентно одному из перечислен-
ных. 

Пусть теперь ш — особая точка границы д£1. Тогда конус Кш представим в виде 
К\ х L, где L — s-мерное подпространство Rn,Ki — допустимый конус в ортого
нальном дополнении L1-. Идеал 3\\ш алгебры С\ш изоморфен алгебре операторов 
в L2(KU х Д т _ п ) , порожденной операторами вида 

Е Ц П к и х Я " . — ^ х Ф о - ( 0 ^ » - е -
• i 

Здесь для любого г существует / такое, что Ф^(п,0) = 0. Введем в Л т новые 
координаты, положив х — d i ag (2? , I m - n ) x , где V — матрица поворота в Л " , пере
водящего стандартный ортонормированный базис в- базис, последние s векторов 
которого лежат в L. Алгебра J\\^ оказывается унитарно эквивалентной алгебре, 
порожденной операторами 

£ Ц - П ^ х Д я . - . + . ^ , Ф у ( Р « ( 1 ) ) , е ( 2 ) ) ^ е = ЫКг х Rm-n+s) -
г j 

-> L2{K1 х Rm~n+S), 

где € Д" ,£ ( 2 ) £ R'n-nyi3j : Ф у ^ . О ) ЕЗ 0. 
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Последняя алгебра изоморфна алгебре J ^ , порожденной оператор-функциями 

i j 

xF^„ : L2{KX) - » L2{Ki). 

Здесь » , г,у Е Л " - * А £ R\92 £ Rm~n,\e1\ + \92\ = 1, Vi3j : Ф О ( £ ( 1 \ 0 ) = 0. 
Справедливо равенство 

(j°Kx = U 
где Ĵ - (0х,в2) — алгебра, порожденная в L2[K\) значениями оператор-функций из 
J(j<i при фиксированных (&1,в2) £ Sm~n+S'~1. Вспоминая, что 

0££т-п-1 

получаем равенство 

U ( ^ W ) A = U ( З Д Л ) ) Л . 

e e S m-n- i (ei,e 2)es"—»+— 1 

Алгебра J^i.C^i'^) является идеалом алгебры £^ {0-1,в2), порожденной опера
торами иК1Р-ХМЩчЛ)Л)Р,-*ч • Li(Ki) - L a ^ i ) ! Алгебра С°Кг{9ъ92) — пол
ный аналог алгебры С°к(8) из предложения 4.1, идеал JK (9i,92) соответствует 
идеалу JK{9) С С°к(в). Таким образом, можно продолжить спуск по размерно
стям. Все допустимые конусы в Л 2 гладкие, стало быть, формулы (4.1) , (4 .2) , 
предложения 4.5, 4.7 и процесс спуска по размерностям позволяют выписать все 
неприводимые представления J -̂. 

§ 5. С П И С К И П Р Е Д С Т А В Л Е Н И Й 

Пусть по-прежнему К — допустимый конус в Л",ft = I f r i S " - 1 . Пусть и> — глад
кая точка 3ft, тогда ftw — полусфера, и алгебра 5о. ш (Д) изоморфна алгебре S+(R) 
оператор-функций Л Э А —• Р+Е^(ХЩЩ))ЕФ^((Х) : L ^ S ? " 1 ) - » ^ ( S ? - 1 ) , где 
Р + — оператор умножения на характеристическую функцию полусферы S" 1 , V 
— поворот, переводящий R" в Кш. Алгебра 5+(Л) изучалась в [1], где получен 
такой результат: 

Пусть к — отображение Sn~2 X Л —> S " - 1 = ( w / л Л + t2, t/y/l + t2), тогда 
следующие отображения продолжаются до неприводимых попарно неэквивалент
ных представлений 5+(Л) : 

1)тг(£) : Р+Е^(.)Ф^(С))ЕФ^(-)^ ПГ-.,Ф(2>(*(£,*))) •• n~(R) - И - ( Л ) ; « £ 

2)p(v>) : P + ^ O W O ^ c O - Ф ( < ^ € S " - 1 . 
3)*(t) : P + i ^ O W O ^ c O ) - (1 + * ) * ( W ) / 2 + (1 - t )«(I7(5)) /2 ; t £ 

(—1,1), 5, TV — южный и северный полюсы сферы 5 " - 1 . 
Всякое неприводимое представление 5 + ( Л ) эквивалентно одному из перечи

сленных. 
Пусть и — особая точка 3ft. Тогда Кш = Кг X L, где L — линейное простран

ство размерности s,Ki - допустимый конус в L1-. Обозначим через V поворот, 
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переводящий стандартный базис в Л™ в базис, последние s векторов которого 
параллельны L. Алгебра SQU(R) изоморфна алгебре оператор-функций 

где z,t],y £ RN~S. Последняя алгебра — полный аналог алгебры С°К из § 4. Пусть 
К\ П Sn~s~x = Hi, алгебра 5 п х ( Л ) порождается оператор-функциями R Э А —• 
РП1Е^т(\)ФЩи,0))Ер^(\) : 12(Пг) -> 1 ^ ) , где v,r,p 6 S — а л г е б р а 
порождается оператор-функциями 

5 - 1 э в -> ^ Ц П К 1 1 ^ , Ф 0 - ( 1 ? ( Ч , А ) ) ^ , - : i 2 ( J f i ) - £2.(^1), 
i j 

где » , г, у £ Rn~",Vi3j : Фу(27(1?, 0)) ЕЕ 0. 
Из результатов § 4 следует, что 

Алгебра SQ^R) — аналог в низшей размерности, спектр (J^ ) Л рассма
тривался в § 4. Таким образом, изучение спектра ( 5 о . „ ( Л ) ) Л в случае особой 
точки w Е дО, также сводится к спуску по размерностям. Теперь теорема 3.10 
и результаты § 4 позволяют выписать все неприводимые представления алгебр 
"мультипликаторов Фурье. 

Пусть К — допустимый конус в RN. Последовательность {Кг}\=о назовем ис
черпывающей /"^-цепочкой, если выполнены следующие условия: 

1) К0 = К. 
2) Д л я любого s, 0 ^ s ^ г — 1, К3 — допустимый конус размерности п3. 
3) Кг — полупространство размерности n r _i ^ 2. 
4) Д л я любого s, 0 ^ s ^ г — 2, существует точка w 6 <3(AS П S"'"1) такая, что 

(К3)ш => K3+i х Х п < _ „ < + 1 . 
Здесь (К3)и — конус, касательный к конусу К3 в точке ш, ! / „ . - „ , + 1 — линейное 

пространство размерности п3 — п 3 + 1 > 0. 
5) Существует точка и> £ 9 ( A r _ i П 5 , П г _ 1 ~ 1 ) такая, что (Kr-i)u> = Кг. 
Д л я исчерпывающей А-цепочки { А ; } £ _ 0 определим последовательность пово

ротов { 2 ? i } [ = 1 следующим образом: 

2) если 1 ^ г^ г — 1, то Z?; — поворот в Л " ' - 1 , переводящий стандартный базис 
в базис, последние nt-i — п,- векторов которого параллельны L „ I _ 1 - N I ; 

3)£> г — поворот в Д П г - 1 , переводящий Л " г _ 1 в JsTr. 
Теперь можно сформулировать полученные результаты. 

Теорема 5.1. Пусть К — допустимый конус в RN, алгебра порождается опера
торами А = EKF(2>x40Fy^t в пространстве L2{K, \х\?),Щ < п/2, Ф £ С ° ° ( Д П \ 0 ) , 
функция Ф однородна степени 0. Пусть еще {/\;}[_0 — исчерпывающая К-цепочка, 
tti = Кг П для 0 ^ i < г. 

Следующие отображения продолжаются до неприводимых представлений алге
бры М^: 

1) 0 1 - , . . . , ft) : А - » П л - ^ - ^ Ф р : ^ . . . ^ , ^ ) , ^ - ! ) , . . . ) ^ ! ) ^ = 

1 2 ( А ' г ) L 2 ( A " i ) ; з^ес* i ,y,r j е л п ; ; 0 5 е л - - 1 - " ' , £ |0 S | = 1,0 < г < г. 

Если г = 1, т о отображение не определяется. 
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2) 7 г ( К 0 , . . . , А ; ; А ) : А -» . PQiEzlv{X)9(V1(V2 . • • (ГЛ(и,,0),0),... ) , 0 ) £ ^ ( А ) : 
L 2(ft, :) -> I 2 ( f i , - ) ; здесь <р,ш,ф Е 5"' - 1 ,0 < г' < г,А € До = Д. 

Если г = 1, т о отображение не определяется. 
3) 7 r ( t f o , t f 1 , . . . , J i : r ; 0 b . . . A - i ; ' / ) : л -> п - Ф ( 2 > 1 ( 2 > 2 . . . ( а д , . ) , 0 г - 1 ) , . . . ) . 0 1 ) : 

H-(R) -> « - ( Д ) . 
Здесь п' 6 Л » " ' - 1 ; 6»; € Д - ' - i — < ; | ^ | + • • • + а| = 1. 
Если г = 1, т о отображение не определяется. 

4) *(*,,,#!,...,*,.;•<&) : А - П - Ф ( 1 > 1 ( 1 ) 2 ( . . . Р г ( ^ , - ) ) , 0 ) 1 . . . ) , 0 ) : И " ( Д ) -
7^~(Д). Здесь w £ S " r _ l _ 2 , отображение х : S"'-1'2 х Д -» 5 П г _ 1 - 1 определено в 
начале этого параграфа. 

5) 7r(KQ,Ku:..,Kr;t): 

А -> - Ф ^ Ю ^ . . . 1> г (5 ,0) ,0) , . . . ) , 0 ) (1+<) /2+Ф(2> 1 (2> 2 ( . . . 7Л(А,0) ,0) , . . . ) ,0) х (1 - <)/2. 

Здесь S,N — южный и северный полюсы сферы 5 n r - l _ 1 , t € (—1,1). 
6) TT(W) : А -> Ф ( ш ) . Здесь ш 6 5*1"1. 
7) тг(А; А) : А -» Р П о ^ % ( А ) Ф ( а ; ) ^ ^ ( А ) : L 2(ft 0) -» £ 2 (П 0 ) . 
Здесь ft0 = ft = J fnS n - 1 ;¥>,w,^ 6 S"~\A Е Дд. 
Всякое неприводимое представление эквивалентно либо одному из предста

влений серий 6), 7), либо одному из представлений серий 1)-5) для некоторой исчер
пывающей К-цепочки. 

Теорема 5.2. Пусть 1С = К х Rm~n, где К — допустимый конус в Rn, алгебра 
порождается операторами А = П /сР^,.Ф(0^»-»« в пространстве Ь2()С, 

\в\ < п/2 (см. § 4). Здесь Ф Е С°°(Д т \ 0), функция Ф однородна нулевой степени. 
Пусть еще {Aj}J"=1 - исчерпывающая К-цепочка. 

Следующие отображения продолжаются до неприводимых представлений алге
бры Мд?: 

1) 7г(А;0 о ) : А -» П к ^ Ф О / А ) * ; - . , : ^ ( А , -» £2(ДГ, | х | " ) ; здесь ц,х,у G Rn; 
J 0 6 S ' m - " - 1 . 

2) 7r(w) : А —• Ф(о>); здесь ш Е S m _ 1 . 
3) тг(А;А) : А Р П о Я^(А )Ф (и> ,O) f i^ (A) : L 2(ft 0) -» £ 2 (ft 0 ); здесь ft0 = ft = 

А П 5 1"- 1; w, ip, ф Е , А Е Rp. 
4) тг(Ао,..., Кц 0о,0ь • • • А) • А -» П ^ Р ^ Ф ^ ^ . . . (Гл(п, 0;), : 

£ 2 ( А ; ) i £ 2 ( A i ) ; 3decbx,y,ri£Rn',es E Д"-*-". d./wrs > O,0O S Д" 1 -", |0O| + - • - + \ei\ = 
l , 0 < » ' < r . 

Отображение определено при г > 1. 
5) 7г(А 0,...,А ;;А) : А -> Р а ; Р ^ „ ( А) Ф (7Л№ . . . (Х> ,К 0) ,0 ) , . . . ),0)Я^и,(А) : 

i 2 (ft i) -»• i 2 (fti); здесь ч>,ш,ф Е 5 " i - 1 , 0 < i < г, А Е До = Д, г > 1. (Д скобках i 
поворотов и (i + 1) нулей). 

6) 7r (Ao ,A 1 , . . . ,A r ;0o ,0 i , - . - ,^ - i ;n ' ) : А -> П-ф(р!(1> 2 (. . . ЗД', •), 0 Г _ Х ) . . . ) , 0О) : 
« - ( Д ) -> «~(Д); здесь n' Е Д " - 1 " 1 , ^ Е Д"'-1-"-', если г' > О,0О Е Rm~n ,\вй\ + ••• + 
|0 r_i| = l , r ^ l . 

7) x(K0,Klg,...,Kr;w) : А —> П-ф(2? 1 (2? 2 ( . . . © , . ( * ( £ , • ) ) , 0 ) , . . - 0 ) , 0 ) : H~{R) -> 
H~(R); здесь ш Е 5 " Г - 1 - 2 , r ^ 1, в скобках г нулей. 

8) 7 г ( К 0 , ^ ь - . . , ^ г ; < ) : А -> Ф ( Р 1 ( Р 2 ( . . . Р Г ( 5 , 0 ) , 0 ) , . . . ) , 0 ) ( 1 + t)/2 + 
+Ф(2?1(27 2(...2>г(ЛГ,0),0),...0),0)(1 - *) /2 ; здесь 5.JV — южный и северный полюсы 
сферы 5 П ' - 1 - 1 , < 6 (-1,1),г > 1. 
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Всякое неприводимое представление алгебры эквивалентно либо одному из 
представлений серий 1 ) - 3 ) , либо одному из представлений серий 4)i-8) для некото
рой исчерпывающей К-цепочки. 

Перейдем теперь к описанию спектра ( Ф Т ) Л . 
Пусть W(- , - ) G (см.§ 2 ) . Введем функцию 

Г Э * Nu(t) = sup{| |W(A,*);S£ 2 (f t ( t ) )[[ ;A G R}. 

Предложение 5.3. Функция Ny(-) полунепрерывна сверху на Т. 

Доказательство. Пусть t0 G T,ft- G Т,<,- —> to при t —» оо. Нужно показать, что 

г—>оо 

Предположим, что t 0 6 dT,K(t0) — допустимый конус, t; £ G r ( G r — „грань 
размерности г" полиэдра Т, прилежащая к io) (остальные возможности рассма
триваются аналогично). В атом случае K(ti) = Ki х Rr, где ЛГ, — допустимый 
конус в Rn~r. В силу требований к телу Т можно считать, что K(ti) = iiTg Д л я 

любого г, где i f j = (K(t0))u для некоторого w G S""1. Пусть ftj = 7iTJ П В 
силу предложений 3.8 и 3.9 имеем 

| Х ) П Р п ( ' о ) ^ ( - ) Р ™ 1 ( * о , ч ) ^ и , ( - ) ; С ' В ( Д ; В £ 2 ( П ( * о is 

m l 

-rT(-);CB(R;BL2(Sn-1))\\;T(-) G C0(R) ® KL2(Sn~x)} > 

^ М { | | [ ^ П Р п ( ( о ) ^ ( - ) р 0

т ^ о ^ ) ^ _ ( - ) - Р п ( . „ ) ] + 
m / 

+S;CB{R;Bt2{Sn~l))ICo(R)® KL2(Sn-l)\\;S Z Л{ш)} = 

= II E П p (nOo ) )„ -Bj i v ( - )P°mi (*o , CB(P; 
m ( 

Bb 2 ((ft(*o)) u )H'= II Е П Р П 5 ^ ( - ) Р т « ( < о , « ) ^ ы ( - ) Р П ! ; ; 
m f 

C S ( i i , S i 2 ( S ' " - 1 ) ) | | . 
Здесь [W(-)] — класс вычетов в фактор-алгебре, Л{ш) определено в § 3. Оста

лось заметить, что 

Н т | | ^ П П ^ . ' ) ^ У т ; ( * м е ) ^ П х ( ( , . ) ; Р Ь 2 ( Р " ) | | < 
г—УОО *—•* 

т I 

< II Е П Ч ^ Р 1 | ( ^ 0 ^ П Ч ; В£ 2 (Д") | | 
т j 

или, что то же самое, 

Й5.11 Е П Pm)Klv{-Ymi(ti,u)E^)-, 
m l 

СВ{ЩВЬ2{0{и)))\\ < Е П р П 5 ^ » . ( - ) Р т / ( * о , " ) ^ „ ( - ) Р п ; ; 
т / 

C B ( P ; B L 2 ( 5 " - 1 ) ) | | . . 
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Из предложения 5.3 стандартным рассуждением (ср. [1], лемма 5.5.3) выводим 
следующее утверждение. 

Лемма 5.4. Пусть I — замкнутый идеал в Еу, It = {U(-,t)\U £ J} — множество 
оператор-функций на R. Тогда U £ I в том и только в том случае, если £/(•,£) Е / ( 
при всех t 6 Т. 

Отсюда следует, что всякое неприводимое представление алгебры Ет можно 
рассматривать как представление алгебры сужения Е т | Л х { ^ 0 } при некотором to Е 
Т. Это вместе с теоремами 2.1, 5.1, 5.2 и теоремой 6.1.7 из [1] дает возможность 
найти все неприводимые представления алгебры ФТ. 

Теорема 5.5. Пусть Итр(х,Т>) £ ФТ,р°(ж,£) — главный символ оператора р(х, V). 
Следующие отображения продолжаются до неприводимых представлений алгебры 
Ф Т : 

1) i : UTP{x, V) - ЕтР(х, V) : L2(T) - L2(T). 

2)-7г(£,р) : Птр(ж,£>) —• p^K^F^^0(t,QFy^) : Нр —> Нр, где р — неприводимое 

представление алгебры M^^yt £ Т, Нр — пространство представления р. 
Всякое неприводимое представление алгебры ФТ эквивалентно одному из перечи

сленных. 
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