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Zapiski nauqnyh
seminarov POMI
Tom ���� ���� g�

A� �� Kokotov� P� Ne�ttaanm�ki� B� A� Plamenevski�

ZADAQI DIFRAKCII NA KONUSE�
ASIMPTOTIKA REXENI� VBLIZI VERXINY

�� Vvedenie

Pust� K �otkryty� konus v Rn
x� � � K � Sn��� granica ��

gladka�� V rabote izuqaets� asimptotika rexeni� zadaqi���
��

���t ��x�u�x� t� � �� �x� t� � K � ������

uj�K � ������ � ��

u�x� �� � ��x�� u�t�x� �� � ��x�

�	�	


pri x � O� gde O � verxina konusa K� Predpolagaets�� qto
�� � � C�

� �K��
V rabote poluqeny �vnye formuly dl� ko�fficientov v asim�

ptotike rexeni� zadaqi �	�	
� Ko�fficienty vyraa�ts� qerez
special�nye rexeni� odnorodno� zadaqi v cilindre K �R� �ti
special�nye rexeni� ime�t stepenno� rost vblizi verxiny ko�
nusa� oni opisyva�ts� �vno� Vse �to pozvol�et prosledit� �f�
fekty� sv�zannye s koneqno� skorost�� rasprostraneni� vozmu�
weni�� na urovne ko�fficientov v asimptotike�
Krome togo� dl� y � K izuqaets� asimptotika funkcii Gri�

na �x� t� �� ��x� y� t� odnorodno� zadaqi Dirihle dl� volnovogo
operatora v cilindre K �R� Funkci� � udovletvor�et zadaqe����

��
���t ��x���x� y� t� � ��x � y���t�� �x� t� � K �R�

��	� y� 	�j�K �R� ��

��x� y� t� � �� t � ��

�	��


Nasto�wa� stat�� prodolaet issledovani�� naqatye v �	� ��

Rabota podder�ana grantom RFFI No� �	
��
����� i grantom Akademii
nauk Finl�ndii No� ����

�Key words and phrases� Giperboliqeskie uravneni� v qastnyh proizvod

nyh� oblasti s kusoqno gladko� granice��

���
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Po�snim rezul�taty stat�i sledu�wim primerom� Pust� K �
ploski� ugol rastvora 	� K � f�r� 
� � � � 
 � 	g� Togda rexenie
u zadaqi �	�	
 dopuskaet vblizi O asimptotiku s ostatkom ��
udovletvor��wim neravenstvuZ

jxj���j��x� t�j� exp��	�t� dx dt � ���

gde � � proizvol�noe poloitel�noe qislo� a pokazatel�  mo�
et byt� sdelan skol� ugodno bol�xim za sqet uveliqeni� qisla
slagaemyh asimptotiqeskogo razloeni�� Predpoloim �tol��
ko dl� prostoty opisani�
� qto t � supfjjxjj � x � supp � 

supp�g� a 	 � �� Togda glavny� qlen asimptotiki imeet vid
C�t�r��� sin���� �� gde

C�t� �

Z
K

��y�W�y� t� dy �

Z
K

��y�W�
t�y� t� dy�

W�y� t� �
����	��������� sin���� �

����	����� �
�
��

d

dt
�

�f�t� � ����������F �



	
�
�

	
�



	
�
�

	
�
�

	
� 
�

t�

��
�g�

�r� 
� x ��� ��� pol�rnye koordinaty toqek x i y� F � gipergeome�
triqeska� funkci��
Preobrazovaniem Fur�e po t zadaqi �	�	
� �	��
 svod�ts� k

zadaqam dl� uravneni� Gel�mgol�ca s kompleksnym perametrom
� � Teper� dl� opisani� asimptotiki rexeni� i funkcii Gri�
na estestvenno primenit� shemu iz teorii �lliptiqeskih zadaq
����� �sm� take ��� ��
� �tomu mexaet �ne�lliptiqeska�� za�
visimost� ot parametra � � Taka� trudnost� preodolena v �	� s
pomow�� �kombinirovannyh� ocenok� vesovoe �lliptiqeskoe ne�
ravenstvo vblizi verxiny i vesovoe giperboliqeskoe neraven�
stvo v okrestnosti beskoneqnosti skleiva�ts� v promeutoqno�
zone�
Asimptotika rexeni� i funkci� Grina vblizi koniqeskih to�

qek izuqalas� ne tol�ko dl� �lliptiqeskih� no i dl� paraboli�
qeskih zadaq� Perva� kraeva� zadaqa dl� uravneni� teplopro�
vodnosti v oblasti s koniqesko� toqko� rassmatrivalas� v ����
V rabote ��� privedena asimptotika funkci� Grina i �der Puas�
sona obwih paraboliqeskih zadaq v konuse�
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Giperboliqeskie zadaqi v oblast�h s osobennost�mi grani�
cy issledovany men�xe� Volnovoe uravnenie v konuse rassma�
trivalos� v rabote Qigera i Te�lora �	��� gde sredi proqih
soderats� rezul�taty o raspoloenii singul�rnogo nosite�
l� funkcii Grina zadaqi �	�	
 i o povedenii funkcii Grina
vblizi granicy singul�rnogo nositel�� Metody Qigera i Te��
lora osnovany na funkcional�nom isqislenii dl� operatora
Laplasa�Bel�trami na sfere i sv�zany so specifiko� volno�
vogo uravneni�� Asimptotiqeskie razloeni� vblizi verxiny
konusa v �	�� ne rassmatrivalis�� Upom�nem zdes� ewe knigu �		�
i rabotu �	��� dopolnitel�nye literaturnye ukazani� ime�t� v
����
Nasto�wa� stat�� sostoit iz xesti paragrafov� Vo vtorom

paragrafe sobrany predvaritel�nye svedeni�� V x� vyvod�ts�
predstavleni� dl� special�nyh rexeni� odnorodnyh zadaq dl�
volnovogo operatora i operatora Gel�mgol�ca� V x� issleduets�
asimptotika rexeni� zadaqi �	�	
� a poslednie dva paragrafa
posv�weny zadaqe �	��
�

�� Zadaqa Dirihle dl� volnovogo

uravneni� v beskoneqnom cilindre

V �tom paragrafe napomina�ts� rezul�taty rabot �	� ��� ne�
obhodimye v dal�ne�xem�

	�
� Funkcional�nye prostranstva� Pust� s � celoe neotri�
catel�noe qislo�  � R� Qerez Hs

��K� oboznaqaets� popolnenie

C�
c �K nO� po norme

jju�Hs
��K�jj � �

X
j�j�s

Z
K

jyj����s�j�j�jD�
y u�y�j

� dy�����

Dl� q � � qerez Hs
��K� q� oboznaqim prostranstvo s normo�

jju�Hs
��K� q�jj � �

sX
k��

q�kjju�Hs�k
� �K�jj������ ���	


Prostranstvo Hs
��K � R� est� popolnenie mnoestva C�

� ��K n

fOg��R� po norme

jjw�Hs
��K �R�jj�
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� �
X
j�j�s

Z
K

Z
R

jyj����s�j�j�jD�
y�tw�y� t�j

� dx dt����� ����


Norma v Hs
��K �R� q� zadaets� formulo� ���	
 s K �R vmesto K�

Nakonec� qerez V s
� �K�R� �� pri � � � oboznaqaets� prostranstvo

s normo�
jjw�V s

� �K �R� ��jj� jjw	�Hs
��K �R� ��jj� ����


gde w	�x� t� � exp���t�w�x� t�� Norma jjw�V s
� �K�R���jj �kvivalent�

na norme �
B� Z
�
��	

jjFt�
w�	� t��H
s
��K� j� j�jj

� d�

�
CA

���

� ����


gde Ft�
 � �kompleksnoe
 preobrazovanie Fur�e�

	�	� Zadaqi Dirihle dl� operatorov ��t ��x ��x � ��� Ras�
smotrim zadaqu Dirihle dl� operatora ��t � �x v beskoneqnom
cilindre K �R� �

���t ��x�u � f v K �R�

uj�K �R� ��
����


Preobrazovanie Fur�e Ft�
 �� � � � i�� � � R� � � �� perevo�
dit zadaqu ����
 v zadaqu Dirihle dl� operatora Gel�mgol�ca
s parametrom � � �

���x � ���u � g v K�

uj�K � ��
����


V oblasti � � K � Sn�� vvedem operatorny� puqok A��� �
�i�����n�	�i�� �S � zadanny� na funkci�h u iz H���� takih� qto
uj�� � � ��S � operator Laplasa�Bel�trami na Sn��
� Spektr
�togo puska sostoit iz normal�nyh sobstvennyh znaqeni�

��k �
i

	
f�n� 	��

p
�n� 	�� � �kg� k � 
� 	� � � ��

zdes� f�kgk�� � posledovatel�nost� vseh sobstvennyh znaqeni�
�S � � � �� � �� � � � � � Qislam ��k otveqa�t sobstvennye funkcii
�k puqka A�	�� prisoedinennyh funkci� net� Budem sqitat�� qtoq

�n � 	�� � �j��j��k� � �jk�
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Oboznaqim qerez A�� � zamykanie v L��K� operatora ��x� ���
pervonaqal�no opredelennogo na lineale� porodennom C�

� �K� i
funkci�mi vida K � y �� v�y� � ��jyj�jyji�k�k�y�jyj�� k � 
� 	� � � � �
zdes� � � C�

� �R�� � sreza�wa� funkci�� ravna� edinice vblizi
nul��
Pri l�byh g � L��K� i � � � � i�� � � �� suwestvuet edin�

stvennoe rexenie u uravneni� A�� �u � g �funkci� u nazyvaets�
sil�nym rexeniem zadaqi ����

� sm� �	�� Dl� �togo rexeni� ver�
na ocenka

���j� j�jju�L��K�jj
� � jjru�L��K�jj

��� � c jjg�L��K�jj
� � ����


gde posto�nna� c ne zavisit ni ot g� ni ot parametra � �
Esli � � sobstvennoe qislo puqka A�	�� to odnorodna� zadaqa

����
 imeet formal�noe rexenie vida

ri�
X
k��

��r��k�k�
�� r � jxj� 
 � x�jxj� ����


priqem �� � �j dl� � � �j� Budem oboznaqat� r�d ����
 qerez
wj�x� � �� esli � � �j � j � �� i qerez �w�j�x� � �� esli � � ��j � j �
�� Qerez wN

j �x� � � � �w
N
�j�x� � �� oboznaqim N �u� qastiqnu� summu

sootvetstvu�wego r�da�
Pust� � � C�

� �Rn�� � � 
 vblizi O� Pust� ewe qislo M stol�
veliko� qto spravedlivo vkl�qenie

���x � ����� �wM
�j� � L��K��

Togda zadaqa �
���x � ���u � ���x � ����� �wM

�j��

uj�K � �
����


razrexima� Poloim

wj � � �wM
j � u� ���	�


Funkci� w�j ne zavisit ni ot srezki �� ni ot qisla M i �vl��
ets� rexeniem odnorodno� zadaqi ����
 s asimptotiko� �wM

�j�x� � �
vblizi O�
V zadaqe �	��
 zamenim � na �� � Oboznaqim qerez w�j�x� ��� re�

xenie poluqivxe�s� zadaqi s asimptotiko� �wM
�j�x� ����
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Pust�  � 
� � � C�
� ��R��� � � 
 v okrestnosti nul��

Opredelim prostranstvo DH��K� j� j� kak popolnenie mnoestva
C�
� � �K n O� po norme

jjv�DH��K� j� j�jj� �jj�j
jv�H
�
��K� j� j�jj�� ��jjv�H�

��K� j� j�jj������
���		


gde �j
j�y� � ��j� jjyj�� Vvedem ewe prostranstvo RH��K� j� j� s nor�
mo�

jjf �RH��K� j� j�jj� �jjf �H�
��K�jj� �

j� j����

��
jjf �L��K�jj������ ���	�


Pust� � � � � � � � � vse takie qisla� qto kada� iz pr�myh
� � k�	�n�	 soderit hot� by odno sobstvennoe qislo �j �j �

� puqka A�	�� Spravedlivo sledu�wee utverdenie�

Teorema 	�
 ��	�
� Pust� g � RH��K� j� j��  � �k��� k� pri ne�
kotorom k � 
� 	� � � � i J � fj � �j � k � 	 � n�	g� gde �j �
sobstvennye znaqeni� puqka A�	�� Togda rexenie zadaqi �	��� dopus�
kaet predstavlenie

u � �j
j
X
j�J

cjw
N
j � h� ���	�


gde wN
j � wN

j �	� � � � N �� qastiqna� summa r�da �	��� s dostatoqno
bol�xim N � ko�fficienty cj zada	ts� formulami

cj�� � � �g� w�j�	� ����L��K�� ���	�


a ostatok h podqinen ocenke

jjh�DH��K� j� j�jj � c�
 �
j� j

�
�jjg�RH��K� j� j�jj ���	�


s posto�nno
 c� ne zavis�we
 ni ot g� ni ot � � � � i�� � � ��

Oboznaqim qerez DV��K �R��� prostranstvo s normo�

jju�DV��K �R���jj� �

Z
�
��	

jjFt�
u�	� t��DH��K� j� j�jj�d� �����

���	�

a qerez RV��K �R� �� � prostranstvo s normo�

jjf �RV��K �R� ��jj� �

Z
�
��	

jjFt�
f�	� t��RH��K� j� j�jj�dt�����

���	�
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�Sr� s formulo� ����
�
 Vvedem operator

�Xu��y� t� �

Z
�
��	

exp�it� ���j� jjyj�u�� � d�� ���	�


Qerez � oboznaqim operator

��f��y� t� � F��

�tj� jFt��
f�y� t

��� ���	�


Poloim U
Lj
j ��� 
� �

PLj��
k�� ��k�k�
�� gde �k � funkcii iz formu�

ly ����
 s � � �j � Lj � dostatoqno bol�xoe qislo� Spravedlivo
sledu�wee utverdenie �sm� ��	�
�

Teorema 	�	� Pust� �f � RV��K �R� �� pri  � �k��� k� s neko�
torym k � 
� 	� � � � � Togda rexenie u zadaqi �	��� dopuskaet pred�
stavlenie

u�y� t� �
X
j�J

ri�jU
Lj
j �r�t� 
��X�cj��y� t� � �h�y� t�� �����


gde

�cj�t� � F��

�t�Ft�
f�	� t�� w�j�	� ����L��K�� ����	


a ostatok �h podqinen ocenke

�jj�h�DV��K �R� ��jj� cjj�f �RV��K �R� ��jj� �����


Posto�nna� c v �	�		� ne zavisit ot � � ��

Povyxenie gladkosti v apriorno� ocenke rexeni� zadaqi
�	��� Pust�  � 
�  �� 
� �

�

p
�n� 	�� � �k� q � celoe neotrica�

tel�noe qislo� Dl� rexeni� u zadaqi ����
 imeet mesto ocenki

jj�j
ju�H
��q
��q�K� j� j�jj�� ��jju�H��q

��q�K� j� j�jj� �

� c�

qX
j��

�
j� j

�
��jjjg�Hq�j

��q�j�K� j� j�jj�� �
j� j����q

���q
��jjg�L��K�jj��� �����


gde posto�nna� c ne zavisit ot � � � � i�� � � � �sm� ����
Predl� ���
�
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�� Special�nye rexeni� uravneni� Gel�mgol�ca

V �tom paragrafe dany �vnye formuly dl� vvedennyh v x�
funkci� w�k i obratnyh preobrazovani� Fur�e W�k�x� t� �
F��

�tw�k�x� � ��

Funkcii w�k i W�k� Pust�� kak i prede� ��k � if�n �

	� �
p
�n� 	�� � �kg�	� gde �k � sobstvennoe qislo operatora

Laplasa�Bel�trami �S v �� �k � sobstvenna� funkci� puqka A�	��
otveqa�wa� ��k� Pust� ewe � � �� B� � fx � Rn � jxj � �g�
Budem iskat� rexenie u odnorodno� zadaqi�

���x � ���u � � t K�

uj�K � ��
���	


takoe� qto u � ri��k�k�
� pri r � � i u � L��K nB��� Poloim

u�r� 
� � � � ri��k��r� ��k�
�� ����


gde � � funkci�� podleawa� opredeleni�� Uqityva�� qto

f�r�r�
� � �n � 	��r � �Sg�r

i��k�k�
�� � ��

prihodim k uravneni� dl� funkcii ��

��r����r� � � �	i��k � n� 
��r� ����r� � � �r� ������r� � � ��

Vvedem oboznaqeni� �r � x� ��x� � x��x�� gde � � �	�	i��k�n��	�
Funkci� y �� ��y� � ���iy� udovletvor�et uravneni� Bessel�

y�����y� � y���y� � ��� � y����y� � �� ����


Voz�mem teper� v kaqestve � modificirovannu� funkci� Bes�
sel� tret�ego roda K � Togda

��r� � � c�r� �K�ir� ��

gde posto�nna� c opredel�ets� usloviem ���� � 
� Imeem

c��i � lim
z��

�iz�K�iz� � lim
z��

�

	 sin����
�I��iz� � I�iz�� �

� lim
z��

��iz�

	 sin����
�
�X
m��

�iz�	��m�

m���m� � � 
�
�
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�
�X

m��

�iz�	��m�

m���m � � � 
�
� �

�	��

sin������
� ��
�

Znaqit c � ��� sin������
 � ��i	��� Vkl�qenie u � L��K n B��
vytekaet iz asimptotiqesko� formuly

K�z� �

r
�

	z
exp��z��

M��X
m��

c���m��	z��m �O�jzj�M ��� jzj � ��

����

�Mnoitel� exp��ir� � bystro ubyvaet pri r � ��� � � � �
i�� � � ��

Takim obrazom�

w�k�x� � � �
	��

����
�ir� �K�ir� �r

i��k�k�
�� ����


gde � � �
p
�n � 	�� � �k��	�

Zameqanie ��
� Pust� n � 	�K � Rn n O � polny� konus� Togda
� � Sn��� �� � ���� � 
�jS�j� gde jS�j � plowad� ediniqno� sfery
v Rn� � � �n � 	��	� i��� � 	 � n� Netrudno ubedit�s�� qto for�
mula ����
 v �tom sluqae dostavl�et �s toqnost�� do ko�ffici�
enta proporcional�nosti
 fundamental�noe rexenie uravneni�
Gul�mgol�ca v Rn�

E�x� � � �
	��n��

�n � 	�jS�j��
n��
� �

�ir� �
n��

� Kn��

�

�ir� �r��n� ����


V sluqae K � R
� n O asimptotiqeskoe uslovie v zadaqe ���	


zamen�ets� usloviem u � ��
�	�� ln r� r � � �sootvetstvu��
wee sobstvennoe qislo ��� � � puqka A�	� imeet algebraiqesku�
kratnost� �� sobstvenna� funkci� � posto�nna�� prisoedinenna�
funkci� ravna nul�
� Rexenie poluqa�we�s� zadaqi iwets� v
vide u�x� � � � ��r� �� Te e vykladki� qto i prede� privod�t k
rexeni�

w���x� � � �



	�
K��ir� �� ����


oblada�wemu trebuemo� asimptotiko� v O� Funkci� w�� sovpa�
daet s fundamental�nym rexeniem operatora Gel�mgol�ca pri
n � 	�
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Primenim teper� k ����
 obratnoe preobrazovanie Fur�e
F��

�t� Izvestno �sm�� napr�� �	��
� qto

	����	�� 
�	��
p

b
����K��bp� �

��Z
��

exp��pt�P �t� dt�

pri �� � �
�� gde

P �t� �

�
�� t � b�

�����t� � b���	������F ��� �� �� �� 	�� �
� � 
�

t�

b� �� t � b

i F �a� b� c� z� � gipergeometriqeska� funkci�� Pust� b � r� p �
i�� m � proizvol�noe natural�noe qislo� � � ��� � � � m� N �
��� �m� Togda

�i� �K�ir� � � r�N �i� �N �
i�

r
���K�ir� � �

�
	��

���� �
��
r�NFt�
 �

d

dt
�NTN �r� t� �� ���

gde

TN �r� t� �� �� �

�
�� t � r

�����t� � r��
����

� F ���� � ��� � �� �
� � 
�

t�

r� �� t � r�
����


a preobrazovanie Fur�e i differencirovanie ponima�ts� v
smysle teorii raspredeleni�� Takim obrazom�

W�k�x� t� � �
d

dt
�NPN�k�x� t�� ����


gde

PN�k �
	��N

�������� 
�	�
r���i��k�k�
�TN �r� t� �� ��� ���	�


Zdes� jxj � r� � � �
p
�n� 	�� � �k��	� N � ��� � m�� � ���� � �

m� TN iz ����
� m � proizvol�noe natural�noe qislo� �sno� qto
prava� qast� ����
 ne zavisit ot vybora m�

Zameqanie ��	� Iz ����
 vidno� qto
	
 W�k�x� t� � �� esli t � jxj�
�
 sing suppW�k � f�x� t� � jxj � tg�
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Zameqanie ���� Funkci� TN �r� t� �� �� imeet ��� 
�	� � j �m� 	 �
j � m � 
� nepreryvnyh proizvodnyh v K � R� Po�tomu mo�
no sqitat�� qto funkci� PN�k�x� t�� skaem� dvady nepreryvno
differenciruema �vz�v m � 
�

Zameqanie ���� Funkci� PN�k�x� t� iz ���	�
 udovletvor�et odno�
rodnomu volnovomu uravneni� v K�

��	� Funkci� wk� Pust�� kak i prede�

�k � i��n � 	��
p
�n � 	�� � �k��	�

Budem iskat� rexenie odnorodno� zadaqi ���	
 s asimptotiko�
ri�k�k�
� pri x � O v vide u�x� � � � ri�k�k�
���r� �� gde � � ce�
la� funkci�� ���� � 
� Proizvod� neznaqitel�nye izmeneni� v
vykladkah punkta ��	� poluqaem� qto

u�x� t� � 	��
 � ���ir� ��I�ir� �r
i�k�k�
��

gde � � �
p
�n� 	�� � �k��	� I � modificirovanna� funkci� Bes�

sel� pervogo roda� Takim obrazom� special�noe rexenie wk � u
imeet vid

wk�x� � � � 	��
 � ��ri�k�k�
�
�X

m��

�irt��m

m���m� � � 
�
� ���		


�� Asimptotika rexeni� naqal�no�kraevo	

zadaqi dl� volnovogo uravneni� v konuse

Pere�dem k zadaqe �	�	
� Suwestvovanie ee rexeni� poluqa�
ets� svedeniem �	�	
 k neodnorodnomu volnovomu uravneni� v
beskoneqnom cilindre K �R s nulevymi uslovi�mi Dirihle na
�K � R� ��to svedenie opisano v naqale dokazatel�stva Teo�
remy ��	�
 Dalee my zanimaems� asimptotiko� rexeni� vblizi
verxiny konusa�

Teorema ��
� Pust� k � N�  � �k��� �� �sm� x	�� � � �� Pust�

ewe �j � �
p
�n� 	�� � �j��	� Nj � ��j� � m� gde m � celoe qislo�

m � � Budem dl� opredelennosti sqitat�� qto qislo Nj qetno�
Nj � 	lj � Poloim

�cj�t� �

Z
K

�lj��y�PNj �j�y� t� dy �

Z
K

�lj��y��tPNj �j�y� t� dy� ���	
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gde PN�k opredel�ets� formulo
 ���
��� Togda dl� rexeni� u zadaqi
�
�
� imeet mesto predstavlenie

u�x� t� � ��r�
X
j�J

	j��
��j�f

LjX
m��

�r�t�
�m�cj�t�

m���m � �j � 
�
g�j�
�r

i�j ���x� t��

����

zdes� � � srezka� ravna� 
 vblizi O� Lj � dostatoqno bol�xie celye
qisla� mnoestvo J opredeleno v x	� a funkci� � podqenena ocenke

jj��DV��K �R� ��jj� c����

Zameqanie ��
� Poskol�ku suppPN�j � f�t� y� � t � jyjg� to
�cj�t� � �� esli t � inffjxj � x � supp� 
 supp �g� �to� razumeets��
soglasuets� s faktom koneqnosti skorosti rasprostraneni� voz�
muweni� v zadaqe �	�	
� ��ffekt �perednego fronta� na urovne
ko�fficientov asimptotiki�


Zameqanie ��	� Esli t � supfjxj � x � supp�
supp �g� to soglasno
zameqani� ��� v ���	
 mono prointegrirovat� po qast�m �PN�j �
C��ft � jyjg�� qto privodit k sootnoxeni�

�cj�t� �

Z
K

��y�W�j �y� t� dy �

Z
K

��y��tW�j�y� t� dy� ����


Takim obrazom� vozmonost� perehoda ot ���	
 k ����
 sootvet�
stvuet svoego roda �ffektu �zadnego fronta� v zadaqe �	�	
 na
urovne ko�fficientov asimptotiki�
Obsudim te e �ffekty dl� ko�fficientov asimptotiki re�

xeni� zadaqi ����
 v beskoneqnom cilindre K � R �sm� Teore�
mu ���
� Pust� dl� pravo� qasti f zadaqi ����
 spravedlivo
vkl�qenie �f � RV��K�R� ��� Izvestno �sm� �	�
� qto v �tom slu�
qae ko�fficient �cj�	� v formule �����
 prinadleit klassu So�

boleva Hn�����j���R�� S drugo� storony� v silu zameqani� ���
�utverdenie �

� funkci�

�cj�	� � F��

�	�Ft�
f�	� t�� w�j�	� ����L��K� �

�

Z
f�x� s�W�j�x� 	 � s� dx ds

popadaet v klass C��	���� dl� l�bogo 	 � supfjxj� s � �x� s� �
sing supp fg�



��� A� �� KOKOTOV I DR�

Takim obrazom� esli singul�rny� nositel� funkcii f ogra�
niqen po prostranstvennym peremennym i poluograniqen sver�
hu po vremeni� to dl� ko�fficientov asimptotiki rexeni� za�
daqi ����
 imeet mesto �ffekt �zadnego fronta�� ko�fficienty
�cj�	� stanov�ts� gladkimi funkci�mi vremeni posle prohodeni�
zadnego fronta vozmuweni�� iduwego ot singul�rnogo nositel�
funkcii f � qerez verxinu O�
Esli e t � inffjxj � s � �x� s� � supp fg� to� v silu zameqa�

ni� ��� �utverdenie 	

� �cj�t� � �� qto sootvetstvuet �ffektu
�perednego fronta� dl� ko�fficientov asimptotiki�

Dokazatel�stvo teoremy ��
� Pust� w � funkci�� oblada�wa�
sledu�wimi svo�stvami�
	
 w � C�

� �K �R��
�
w�x� �� � ��x�� w�t�x� �� � ��x��
�
����t ��x�w�� � �����t ��x�w � funkci� iz C�

� �K �R�� zdes�
�� � harakteristiqeska� funkci� poluosi ft � t � �g�
Taku� funkci� w legko postroit�� esli zametit�� qto uslo�

vi� �
��
 �kvivalentny beskoneqnomu naboru uslovi�

��n��t w�x� �� � �n
x�� ��nt w�x� �� � �n

x�� n � �� 
� 	� � � ��

i vospol�zovat�s� teoremo� Borel� o prodolenii �sm�� napr��
�	��� teorema 	����
�
Funkci� v � u�w udovletvor�et zadaqe���

��
���t ��x�v � ����t ��x�w t K � �������

vj�K � ������ � ��

vjt�� � �� v�tjt�� � ��

����


Rassmotrim zadaqu v beskoneqnom cilindre K �R��
���t ��x�v � �����t ��x�w�� t K �R�

vj�K �R� ��
����


Ispol�zu� ocenku �����
 i Teoremu P�li�Vinera �sr�� �	��� x	�
�
zakl�qaem� qto rexenie zadaqi ����
 �vl�ets� gladkim po t i an�
nuliruets� pri t � �� �to oznaqaet� qto pri t � � ono sovpadaet
s rexeniem zadaqi ����
�
Proekci� suppw na Rn

x otdelena ot verxiny O konusa K� po�
�tomu asimptotiki funkci� u i v vblizi O odinakovy� Pust�
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g � ����t ��x�w� g� � ��g� Soglasno x� asimptotika funkcii v
imeet vid

v�x� t� �
X
j�J

ri�jU
Lj
j �r�t� 
��X�cj��x� t� � �h�x� t�� ����


gde

�cj�t� � F��

�t�cg��	� � �� w�j�	� ����L��K���

operator Xopredelen formulo� ���	�
� ri�jU
Lj
j �r�t� 
� � Lj�� qa�

stiqna� summa r�da ���		
 s zameno� i� na �t i k na j� a ostatok
�h�x� t� podqinen ocenke �����
 s g� vmesto f �
Vyrazim ko�fficient �cj�t� qerez dannye zadaqi �	�	
� Imeem

�cj�t� �

Z
K

dy

��Z
��

g��y� s�W�j �y� t � s� ds�

gde vnutrenni� integral oznaqaet sparivanie D�R� i D��R�� Vvi�
du ���	�
 poluqaem� dvady integriru� po qast�m�

�cj�t� � ��
�Nj

Z
K

dy

��Z
�

�Nj

s g�y� s�PNj �j�y� t � s� ds �

� ��
�Nj �

Z
K

dy

��Z
�

�Nj

s w�y� s��yPNj�j�y� t� s� ds�

�

Z
K

dyf�Nj��
s w�y� ��PNj �j�y� t��

��Nj

s w�y� ���sPNj �j�y� t� �

��Z
�

�Nj

s w�y� s���sPNj �j�y� t � s� dsg�� ����


V silu zameqani� ��� integraly po K � R� sokrawa�ts�� qto
daet ravenstvo

�cj�t� � ��
�Nj �

Z
K

�
Nj��
t w�y� ��PNj �j�y� t� dy�
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�

Z
K

�
Nj

t w�y� ���tPNj �j�y� t� dy�� ����


Predpolaga�� qto Nj � 	lj � poluqaem

�cj�t� �

Z
K

�lj��y�P�lj �j�y� t� dy �

Z
K

�lj��y��tP�lj�j�y� t� dy� ����


Ostalos� proverit�� qto v formule ����
 mono opustit� ope�
rator X� Pust� � � srezka iz x�� Togda

�X�cj��x� t�� ��r��cj�t� �

Z
�
��	

exp�it� ����j� jr����r��cj�� � d�� ���	�


gde
cj�� � � �cg��	� � �� w�j�	� ����L��K��

Pol�zu�s� vkl�qeniem g� � C�
� �K�R�� �vnym vyraeniem ����


dl� w�j�x� � � i asimptotiko� ����
� prihodim k ocenke

j�
d

d�
�kcj�� �j � c��� k�N �j� j�N � �k�N � �� ���		


Iz ���	�
 i ���		
 sleduet� qto raznost�

��x� t� �
X
j�J

ri�jU
Lj
j �r�t� 
��X�cj�x� t��� ��r�

X
j�J

ri�jU
Lj
J �r�t� 
��cj�t�

prinadleit prostranstvu V s
�� �K �R� �� dl� l�byh s � N�� 

� �
R� Ots�da� v qastnosti� sleduet� qto norma jj��DV��K � R� ��jj

koneqna� Polaga� ��x� t� � ��x� t� � �h�x� t�� poluqaem utverdenie
teoremy� �

Zameqanie ���� Soglasno ����
 vyraenie �d�dt�NjPNj �j�x� t� ne
zavisit ot vybora Nj � ��j�� Po�tomu prava� qast� formuly
����
 faktiqeski ne zavisit ot lj � Nj�	�

Zameqanie ���� Ispol�zu� teoremu ��	� rezul�taty ����
 o po�
vyxenii gladkosti v zadaqe ����
 i teoremy vloeni� dl� pro�
stranstva Hs

��K � R�� mono vypisat� asimptotiqeskoe razlo�

enie vida ����
 s ostatkom� dopuska�wim ocenku O�r��� gde �
moet byt� sdelano skol� ugodno bol�xim za sqet uveliqeni�
qisla slagaemyh asimptotiqeskogo razloeni��
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� Funkci� Grina zadaqi Dirihle dl�

volnovogo uravneni� v cilindre K � R

Pust� y � K i po�prenemu � � ��i�� � � �� Postroim rexenie
zadaqi �

���x � ���G�x� y� � � � ��x� y��

G�	� y� � �j�K � ��
���	


oblada�wee sledu�wim svo�stvom� dl� l�bo� funkcii � iz
C�
� �K� tako�� qto � � 
 vblizi y� spravedlivo vkl�qenie

�
� ��G�	� y� � � � H�
� �K� j� j��

�Iz teoremy ��� ��	�
 sleduet� qto takoe rexenie edinstvenno�

Pust� � � C�

� �K�� � � 
 v okrestnosti y� Pust� ewe �� � 
 �
�� S�x� � � � ��x��

�����E�x�y� � ��� gde E�x�y� � � � fundamental�noe
rexenie uravneni� Gel�mgol�ca v Rn �sm� ����
� ����
�
Rassmotrim zadaqu �

���x � ���u � S�

uj�K � ��
����


Prava� qast� zadaqi ����
 � funkci� iz C�
� �K�� Ocenim ee L��

normu� Imeem

��x � �����E � 	r��rE ����E �

Pol�zu�s� sootnoxeniem �zK�z���z � �zK���z� i asimptoti�
ko� ����
� poluqaem sledu�wie ocenki na pr�mo� � � �� pri
r � r� � ��

jK�ir� �j � c jr� j���� exp���r��

jEj� � const jr��n�ir� ��n�����K�n������ir� �j
�
� c exp��	�r�r��nj� jn��

i
j�rEj

� � const j�	� n�r��n�ir� ��n�����K�n������ir� ��

�r��n�ir� ��n�����K�n�	����ir� ��i� �j
� �

� c exp��	�r��r�n��j� jn��� r�n��j� jn����

Ots�da vyvodim� qto

jjr��rEjj� � c �

r�Z
r�

rn��j�rEj
� dr���� � c j� j�n�����
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i

jj���Ejj� � c j� j�n������

Po�tomu

jj��x � ������E�jj� � O�j� j�n������� ����


Teper�� pol�zu�s� ocenko� ����
 dl� sil�nogo rexeni� zadaqi
����
� poluqaem neravenstvo

jju�L��K�jj � c�n� ��j� j�n������ ����


Proverim� qto funkci�

G�x� y� � � � ��x�E�x� y� � � � u�x� y� � �� ����


gde u�x� y� � � � rexenie ����
� �vl�ets� rexeniem zadaqi ���	
� V
samom dele� pust� � � C�

� �K�� TogdaZ
K

G�x� y� � ����x � �����x� dx � lim
���

Z
Knfx
 jx�yj��g

G���x � ���� �

� lim
���

f

Z
jxj��

�G�r���rG�� dS�

Z
Knfx
 jx�yj��g

���x��
����E�u�g � �����

tak kak

�rG �



jS�j
�r��n � o�r��n��

i

���x��
����E�u� � ���x��

���E����x��
����E � ���x��

��E � �

v oblasti K n fx � jx� yj � �g�
Iz golomorfnosti u�x� y� � � po � v poluploskosti f� � �g�

ocenki ����
 i teoremy P�li�Vinera v forme �	��� sleduet vkl��
qenie F��


�tu � exp��t�L��K�Hs
��R��� gde � i s proizvol�nye qisla�

podqinennye neravenstvam � � � i s � 
� n�	� a Hs
��R� � popol�

nenie C�
� �R�� po norme Hs�R��

Uqityva�� qto F��

�tE pri � � � sovpadaet s operea�wim

fundamental�nym rexeniem E� volnovogo uravneni� v Rn �sm��
napr�� �	��� s� 	��
� poluqaem sledu�wee utverdenie�
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Predlo�enie ��
� Suwestvuet rexenie � zadaqi �
�	�� predsta�
vimoe v vide

��x� y� t� � ��x�E��x� y� t� � U �x� y� t��

gde � � C�
� �K�� � � 
 v okrestnosti y� E� � operea	�

wee fundamental�noe rexenie operatora ��t � �x� U �	� y� 	� �
exp��t�L��K�Hs

��R�� pri l	byh � � �� s � 
� n�	�

Iz ocenki �����
 sleduet� qto dl� rexeni� u zadaqi ����
 spra�
vedlivo neravenstvo

jju�H��q
��q �K�jj � c�n� q� ��j� jM�q�� ����


gde q � proizvol�noe celoe neotricatel�noe qislo� Soglasno
lemme 	�	 ���� dl� l�bo� funkcii u iz H��q

��q �K� imeet mesto ocen�
ka

jD�
xu�x�j � c�jxj

�n���j�jjju�H��q
��q�K�jj� pri 
 � q � j	j � n�	�

Ots�da vyvodim sledu�wu� potoqeqnu� ocenku rexeni� ����
�

jD�
xu�x� y� � �j � c�n� q� �� y�jxj�n���j�jj� jM�q�� ����


dl� l�byh q� 	 takih� qto j	j � 
 � q � n�	�
Neravenstvo ����
 pozvol�et regul�rizovat� integral Fur�e

U �x� y� t� �

Z
�
��	

exp�it� �u�x� y� � � d��

Imenno� esli � � D�R�� to

hU �x� y� 	�� �i �

� ��
�L
Z
R

dtf

Z
�
��	

exp�it� �



�i� �L
u�x� y� � � d�g��L��t�� ����


gde L stol� veliko� qto vnutrenni� integral v ����
 shodits��

�� Asimptotika funkcii Grina ��x� y� t�

Vernems� k zadaqe ����
� Soglasno rezul�tatam x� dl� ee re�
xeni� u�x� y� � � imeet mesto asimptotika

u�x� y� � � � ��j� jr�
X
j�J

cj�� �w
N
j �x� � � � h�x� y� � �� ���	
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gde wN
j �x� � � � N �� qastiqna� summa r�da ���	�
�

cj�� � � �S� w�j�	� ����L��K�� ����


a ostatok h udovletvor�et ocenke ���	�
 s S vmesto g�
Vyqislim ko�fficient cj�� � �vno� Oboznaqim operator ��x�

�� qerez L� Pust� ewe � � C�
� �K�� �� � �� gde � � sreza�wa�

funkci� iz x�� �� � 
� �� Poskol�ku

S � �L���E� � �L�E � �E� � ���	 � y� � L��E�

i suppS � fx � ��x� � 
g� to

cj�� � � h��L��E� � ��	 � y��� w�j��� �i �

�h��	 � y�� �w�j�� �i � hE � �L��w�j�� ��i � �w�j�y� � ��

�Vospol�zovavxis� tem� qto L��w�j� � � na nositele ��
 Teper�
iz ���	
 i ����
 sleduet� qto pri jxj � jyj�	

G�x� y� � � � ��j� jr�
X
j�J

	j��
 � �j�w�j�y� � ��

�

NjX
m��

�ir� ��m

m���m � �j � 
�
�j�
�r

i�j ��h�x� y� � �� ����


Predpoloim� qto jyj � 
� y � �� �� � � Sn��� Oceniva� normu

jjS�	� y� � ��RH��K� j� j�jj

analogiqno vyvodu neravenstva ����
� poluqaem� qto

jjh�	� y� � ��DH��K� j� j�jj� c�
 �
j� j

�
�jjS�RH��K� j� j�jj�

� c��
 �
j� j

�
�j� j

n��

� �
 �
j� j���

�
�� ����


gde c� ne zavisit ot y � ��� � � �� � ��
Naxa cel� teper� � ocenit� normu jjh�	� y� � ��DH��K� j� j�jj dl�

vseh y � K� � fx � Rn � x�jxj � ��g� Dl� �togo �kak �to delalos�
v analogiqno� situacii v ���
 proizvedem v zadaqe ���	
 zamenu
peremennyh Y � y�jyj� X � x�jyj� Iz odnorodnosti ��funkcii
sleduet� qto funkci�

g�X�Y � � jyjn��G�jyjX� jyjY� � �
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udovletvor�et zadaqe�
���X � �jyj� ���g�X�Y � � ��X � Y � v K�

g�	� Y �j�K � ��

Sledovatel�no� pri jXj � jY j�	 imeet mesto predstavlenie�

g�X�Y � � ��jyjj� jjXj�
X
j�J

	j��
 � �j�w�j�Y� � jyj��

�

NjX
m��

�ijXj� jyj��m

m���m � �j � 
�
�j�X�jXj�jXj

i�j �H�X�Y� jyj� �� ����


gde
jjH�	� Y� jyj� ��DH��K� jyjj� j�jj�

� c�
 �
j� j

�
��j� jjyj�

n��

� �
 �
j� j���jyj��

�
�� ����


Vozvrawa�s� k starym peremennym� poluqaem� qto pri jxj � jyj�	

G�x� y� � � � G��r� 
� y� � � �H�x�jyj� y�jyj� jyj� �jyj��n� ����


gde G��r� 
� y� � � sovpadaet s pervym slagaemym v pravo� qasti
formuly ����
� ��to sovpadenie sleduet iz �vnogo vida ����

funkci� w�k�x� � � i ravenstva �j � ��j � i�n � 	��

Zametim� qto

jjUt�H
s
��K� q�jj � tn�����sjjU �Hs

��K� tq�jj�

gde Ut�x� � U �x�t�� t � �� Ots�da vyvodim� qto

jj�j
 jjyjH�	� y�jyj� jyj� ��H�
��K� jyjj� j�jj �

� jyj����n��jj�j
 jH�	�jyj� y�jyj� jyj� ��H�
��K� j� j�jj

i
jjH�	� y�jyj� jyj� ��H�

��K� jyjj� j�jj �

� jyj����n��jjH�	�jyj� y�jyj� jyj� ��H�
��K� j� j�jj�

Znaqit�
jj jyj��nH�	�jyj� y�jyj� jyj� ��DH��K� j� j�jj�

� maxfjyj����n��� jyj��n��gjjH�	� Y� jyj� ��DH��K� jyjj� j�jj �
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� cmaxfjyj����n��� jyj��n��g�
 �
j� j

�
��j� jjyj��n������
 �

j� j���jyj��

�
� �

� c �
 � jyj���maxfjyj������ jyj�����g�
 �
j� j

�
�j� j�n������
 �

j� j���

�
��

����

Oboznaqim pravu� qast� ����
 qerez c���jyj� j� j� ��� Teper� iz
����
 i ����
 poluqaem sledu�wee utverdenie�

Teorema �
� Pust� k � N�  � �k��� k� �sm� x	�� � � �� �
�� �� �� �� K� � fx � Rn � x�jxj � ��g� Togda rexenie zadaqi
���
� pri y � K�� jxj � jyj�	 predstavimo v vide ������ gde ostatok
h podqinen ocenke

jjh�	� y� � ��DH��K� j� j�jj� c���jyj� j� j� ���

priqem konstanta c ne zavisit ot y � K�� � � ��

Pust� � � �� Vvedem operator �����	 formulo�

������	f��t� � F��

�tj� j

���������� �jyj� j� j� ��Ft��
f�t���

Obratnym preobrazovaniem Fur�e iz teoremy ��	 poluqaets�

Teorema �	� Pust� k � N�  � �k��� k�� � � �� � � �� Togda pri
y � K�� jxj � jyj�	 rexenie zadaqi �
�	� predstvimo v vide

��x� y� t� �
X
j�J

	j��
 � �j�

NjX
m��

�r�t��m

m���m � �j � 
�
�

�Xt���x�t�W�j�y� t���j�
�r
i�j � �h�x� y� t�� ����


gde jj������	
�h��	� y� 	��DV��K �R� ��jj� const�

Zameqanie �
� Simmetriqnost� funkcii ��x� y� t� po x� y pozvo�
l�et vypisat� analogiqnoe razloenie v zone x � K�� jyj � jxj�	�
V ����
 pod znakom sglaiva�wego operatora Xstoit raspre�

delenie W�j � a ne gladka� funkci� �cj�	�� kak �to bylo v for�
mulah x�� Tem ne menee� neznaqitel�no izmeniv ocenku ostatka�
operator Xmono iz ����
 iskl�qit�� Vkratce po�snim� kak �to
delaets��
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Pust� operator �� kak i prede� opredel�ets� formulo�
���	�
� N � poloitel�noe qislo� kotoroe my vyberem poze�
Pust�

�	m�j�x� y� t� � �r�t�
�m
Xt���x�t�W�j�y� t���j�
�r

i�j �

	�x� y� t� � �r�t�
�m
W�j�y� t��j�
�r

i�j �

Togda
jj��N��	�	� y� 	�� 	�	� y� 	���DV��K �R� ��jj� �

�

Z
�
��	

j� j��N jw�j�y� � �j
�jjf�ri� ��m���j� jr�� �����g�

�ri�j�j�
��DH��K� j� j�jj�d�� ���	�


Vyraenie v figurnyh skobkah v pravo� qasti ���	�
 ocenivaet�
s�� kak O��rj� j�M� s l�bym poloitel�nymM � Znaqit� norma pod
integralom v ���	�
 koneqna i dopuskaet ocenku qerez nekotoru�
poloitel�nu� stepen� j� j� Teper�� vybira� N dostatoqno bol��
xim� mono sdelat� integral v ���	�
 koneqnym�
Prostye� hot� i neskol�ko gromozdkie ocenki s ispol�zova�

niem �vnogo vida ����
 funkcii w�j privod�t k sledu�wemu re�
zul�tatu�
Pust� N � �� � �A � otrezok asimptotiqeskogo r�da ����
� A

� tot e otrezok r�da s iskl�qennym operatorom X� Togda

jj��Nf �A�Ag�DV��K �R� ��jj� � cjyj��n�maxfjyj����� jyjg� 
��
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